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摆动从动杆盘形凸轮机构最小尺寸的完全解法
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摘要：摆动从动杆盘形凸轮机构的最小尺寸综合问题，迄今未获得圆满解决。基于类速度图原理，通过引入“辅助

平行直线族”，求解其与限制凸轮轴心位置若干直线族的交点族中的最左端、最右端者，理论上严格保证其集合为

限制凸轮轴心位置的边界点、边界线，进而给出限制凸轮轴心位置的边界点、边界线的精确解析解和离散数值解

法，据此直接求解凸轮的最小基圆半径、摆杆长度和直观显示凸轮轴心的容许选取区域，从而解决了按许用压力角

设计最小尺寸的摆动从动杆盘形凸轮机构的问题。通过机构设计实例，验证了所提方法的正确性和有效性。
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　　引言

关于平面与空间凸轮机构的最小尺寸综合问

题，已有大量文献发表
［１～２４］

。其中，摆动从动杆盘

形凸轮机构复杂程度最高，涉足研究的学者数量最

多
［１，３～１２，１８～２１］

，КостицынＢТ［１～２］提出的类速度图
方法富于开拓性和奠基性，对该研究产生了深远的

影响。近３０年来，该问题研究朝着“解析化、精确



化”方向不断发展演进。１９８２年华大年［５］
将类速度

图、微分几何包络原理结合提出的“包络曲界线

法”，取得重要进展。１９９１年常勇等［２４～２５］
研究了作

平面运动滚子从动件盘形凸轮机构的最小尺寸设计

问题，是“包络曲界线法”的进一步延伸。“包络曲

界线法”已成为现今国内外学者公认的通行主流研

究方法。然而，“包络曲界线法”皆需对失效情形下

采取“修补性解决方法”
［７～８］

。若采用组合运动规

律，失效情形将更加繁冗复杂。

本文基于类速度图原理，通过引入“辅助平行

直线族”，求解其与限制凸轮轴心位置若干直线族

交点族中的最左、最右端者，理论上严格保证其集

合为限制凸轮轴心位置的边界点、边界线，进而给

出限制凸轮轴心位置的边界点、边界线的精确解

析解和离散数值解法，据此直接求解凸轮的最小

基圆半径、摆杆长度和直观显示凸轮轴心的容许

选取区域。

１　类速度图原理的简单描述

类速度图的图解原理由 КостицынВТ［１～２］独
立提出后，国内外学者亦作了一些重要改进和完善。

如图 １所示，为摆动从动杆盘形凸轮机构类速
度图的生成原理。Ｏ２为摆杆轴心，Ｏ２Ａ０、Ｏ２Ａｍ为摆
杆推程的起始和终止位置。

图 １　摆动从动杆盘形凸轮机构的类速度图原理

Ｆｉｇ．１　Ａｎａｌｏｇｏｕｓｖｅｌｏｃｉｔｙｃｈａｒｔｏｆｃａｍｗｉｔｈｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇｆｏｌｌｏｗｅｒ
（ａ）摆杆推程与凸轮转向相同（Ｎ＝１）　（ｂ）摆杆推程与凸轮转向相反（Ｎ＝－１）

　
１１　摆杆推程与凸轮转向相同
１１１　推程

如图１ａ所示，设摆杆任一位置 Ｏ２Ａ，在其上截
ＡＨ＝ｌβ′（ｌ为摆杆长度、β′为推程类角速度，β′＞０），
过点 Ｈ作与 ＡＨ及其延长线夹角为推程许用传动角
［γ］的一对射线 Ｋ、Ｌ，即有∠ＡＨＫ＝［γ］，∠ＡＨＬ＝
１８０°－［γ］。此位置满足 γ≥［γ］条件的凸轮轴心
许用区域———射线 Ｋ（左下方）、Ｌ（右下方）所夹角
域∠ＫＨＬ的 Ｏ２Ａ０方位线以下部分（阴影区域）。

摆杆推程中有无数个位置，故有无数对射线 Ｋ、
Ｌ，无数条射线 Ｋ、Ｌ分别构成连续射线族｛Ｋ｝、｛Ｌ｝
以及连续角域族｛∠ＫＨＬ｝。

整个推程满足 γ≥［γ］条件的凸轮轴心容许选
取区域———无数个连续角域族｛∠ＫＨＬ｝的公共交
集———｛∠ＫＨＬ｝∩。
１１２　回程

任一位置 Ｏ２Ａ，其延长线上截 ＡＪ＝－ｌβ′ｒ（β′ｒ为
回程类角速度，β′ｒ＜０），过点 Ｊ作与 ＡＪ及其延长线
夹角为回程许用传动角［γ］ｒ的一对射线 Ｍ、Ｎ，即有

∠ＡＪＭ＝［γ］ｒ，∠ＡＪＮ＝１８０°－［γ］ｒ。此位置满足

γ≥［γ］ｒ条件的凸轮轴心许用区域———射线 Ｍ（右
下方）、Ｎ（左下方）所夹角域∠ＭＪＮ的 Ｏ２Ａ０方位线

以下部分（阴影区域）。

同理，无数条射线 Ｍ、Ｎ构成连续射线族｛Ｍ｝、
｛Ｎ｝以及连续角域族｛∠ＭＨＮ｝。

整个回程满足 γ≥［γ］ｒ条件的凸轮轴心容许选
取区域———无数个连续角域族｛∠ＭＪＮ｝的公共交
集———｛∠ＭＪＮ｝∩。

综上所述，整程（推程和回程）一并满足 γ≥
［γ］、γ≥ ［γ］ｒ条件的凸轮轴心容许选取区域
｛∠ＫＨＬ｝∩∩｛∠ＭＪＮ｝∩。
１２　摆杆推程与凸轮转向相反

如图１ｂ所示，分析过程与１１节相同。
在图１ａ、１ｂ中，仅示意性地绘出推程两对射线

Ｋ、Ｋ′与 Ｌ、Ｌ′和回程两对射线 Ｍ、Ｍ′与 Ｎ、Ｎ′的情形，
以及它们围成的公共区域（阴影区域）。

据图１显见，无论“相同”或“相反”情况下，回
程的连续射线族｛Ｎ｝，对整程的凸轮轴心容许选取
区域｛∠ＫＨＬ｝∩∩｛∠ＭＪＮ｝∩的构成皆未发生影响，
故后面不再予以考虑。

２　限制凸轮轴心位置的边界线的求解

如图２所示，建立直角坐标系 Ｏ２ｘｙ，原点 Ｏ２为

摆杆轴心，ｘ轴沿摆杆推程起始位置Ｏ２Ａ０（终止位置
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图 ２　限制凸轮轴心位置的边界线Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ的求解

Ｆｉｇ．２　ＳｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｌｉｎｅⅠ，ⅡａｎｄⅢ
（ａ）相同（Ｎ＝１）　（ｂ）相反（Ｎ＝－１）

　
Ｏ２Ａｍ），将其逆时针方向转９０°得 ｙ轴。
２１　摆杆推程与凸轮转向相同
２１１　推程边界线Ⅰ

如图２ａ所示，设摆杆在某位置 Ｏ２Ａ，在其上截
ＡＨ＝ｌβ′，过Ｈ作与ＡＨ夹角为［γ］的射线Ｋ，其方程为
［ｙ－ｌ（１－Ｎβ′）ｓｉｎβ］／［ｘ－ｌ（１－Ｎβ′）ｃｏｓβ］＝

－ｔａｎ（Ｎ［γ］－β） （１）
变形得

ｘ＝－ｙｃｏｔ（Ｎ［γ］－β）＋ｌ（１－Ｎβ′）［ｃｏｓβ＋
ｓｉｎβｃｏｔ（Ｎ［γ］－β）］　（０°≤＜Φ０） （２）

式中，符号系数 Ｎ＝１，ｌ、［γ］为常数，β和 β′皆为 
的函数，式（２）为含参数 的射线族方程。

设与 ｙ＝ｃ（某常值）对应的边界点为 ＰⅠ，记其 ｘ
坐标 ｘⅠ（ｃ）＝ｘⅠ｜ｙ＝ｃ，据式（２）和 Ｎ＝１，则

ｘⅠ（ｃ）＝ｘⅠ｜ｙ＝ｃ＝ｍｉｎ｛ｘ（）｝｜ｙ＝ｃ＝
ｍｉｎ｛－ｃｃｏｔ（［γ］－β）＋ｌ（１－β′）［ｃｏｓβ＋
ｓｉｎβｃｏｔ（［γ］－β）］｝　（０°≤＜１） （３）

于是，推程边界线Ⅰ的精确解析解为
ｘⅠ ＝ｘⅠ（ｙ）　（－∞≤ｙ＜０） （４）

关于 １ 的特别说明：理论上 的定义域为
０°≤≤Φ０，但据类速度图原理，为保证式（３）等的
正确即避免出现“虚假解”，取实际定义域为 ０°≤
＜１。βｍ≤［γ］时，


１ ＝Ф０；βｍ ＞［γ］时，


１ 是

方程β（）－［γ］＝０的解。
式（３）的几何意义：选取“辅助平行直线族”ｙ＝

ｃ（ｃ＜０），与式（２）表达的射线族｛Ｋ｝的 ０°≤＜１
部分截得无数个交点，而 ＰⅠ为其中居最左端者。

基上，选取连续水平直线族

｛ｙ｜ｙ＝ｃ，－Ｌ≤ｃ＜０｝ （５）
根据经验，取 Ｌ＝ｉｎｔ（２ｌ）。即 －ｉｎｔ（２ｌ）≤ｙ＜０，

据式（３）、（５）可得无数个边界点 ＰⅠ，从而求得其集

合即边界线Ⅰ。
对上述边界线Ⅰ和后叙的边界线Ⅱ、Ⅲ等，本文

提出双重“等距离散化“的数值求解方法。基本思

想是：对凸轮角位移 进行“等角距”离散化处理，
选取连续平行直线族｛ｙ＝ｋｘ＋ｂ｝，进行“等线距”离
散化处理。

“等间距、等线距”的离散／疏密程度根据求解
精度要求确定。

根据求解的精度要求，对连续单参数 作“等
角距”离散化处理。取

Δ＝１０－ｐ　（ｐ＝１，２，…） （６）
ｉ＝０＋（ｉ－１）Δ＝（ｉ－１）Δ　

（ｉ＝１，２，…，［ｉｎｔ（１）－１］／Δ） （７）

式中，ｉｎｔ（１）、ｉｎｔ（

１）－１的单位皆为（°）。

据式（６）和（７），式（２）表达的连续射线族｛Ｋ｝
的０°≤＜１ 部分，被离散化为［ｉｎｔ（


１）－１］／Δ

条的离散射线族

ｘｉ＝ｘ（ｉ）＝－ｙｃｏｔ（Ｎ［γ］－βｉ）＋
ｌ（１－Ｎβ′ｉ）［ｃｏｓβｉ＋ｓｉｎβｉｃｏｔ（Ｎ［γ］－βｉ）］ （８）

式中，Ｎ＝１，βｉ、β′ｉ为与 ｉ对应的 β、β′值。
同理，据求解精度要求，对式（５）作“等线距”离

散化处理。取

Δｙ＝１０－ｑ　（ｑ＝１，２，…） （９）
ｙｊ＝０－ｊΔｙ＝－ｊΔｙ　（ｊ＝１，２，…，ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ）

（１０）
据式（９）和（１０），式（５）的连续直线族转化为

ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ条离散直线族
　ｙ＝ｙｊ＝－ｊΔｙ　 （ｊ＝１，２，…，ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ）

（１１）
即 ｙ１＝－Δｙ

ｙ２＝－２Δｙ
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ｙ３＝－３Δｙ


ｙｍｉｎ＝－ｉｎｔ（２ｌ）
取式（１１）的任一直线 ｙ＝ｙｊ（常值）截交离散射

线族（式（８）），对应截得一族交点，最多（Φ０－１）／
Δ个。式（８）变形为
　ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ＝ｘ（ｉ）｜ｙ＝ｙｊ＝－ｙｊｃｏｔ（Ｎ［γ］－βｉ）＋

ｌ（１－Ｎβ′ｉ）［ｃｏｓβｉ＋ｓｉｎβｉｃｏｔ（Ｎ［γ］－βｉ）］ （１２）
Ｎ＝１，得到 ｘ１｜ｙ＝ｙｊ，ｘ２｜ｙ＝ｙｊ，最多｛（Φ０ －１）／

Δ｝个 ｘ值，即前述截得交点族的 ｘ坐标值。
比较所有 ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ值，解得最小值 ｍｉｎ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝并

记为 ｘ１ｊ，则
ｘ１ｊ＝ｍｉｎ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝ （１３）

（ｘ１ｊ，ｙｊ）即对应 ｙ＝ｙｊ时边界线Ⅰ上的边界点

ＰⅠ｜ｙ＝ｙｊ。照此，按式（１１）遍历地取各 ｙ＝ｙｊ值，得所

有边界点（ｘ１１，ｙ１），（ｘ１２，ｙ２），共计 ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ个，边
界线Ⅰ的离散数值解为｛（ｘ１ｊ，ｙｊ）｝（ｊ＝１，２，…，
ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ）。
２１２　推程边界线Ⅱ

仍设摆杆在某位置 Ｏ２Ａ，过 Ｈ作与 ＡＨ延长线
夹角为［γ］的射线 Ｌ，其方程为

ｘ＝ｙｃｏｔ（Ｎ［γ］＋β）－ｌ（１－Ｎβ′）［－ｃｏｓβ＋
ｓｉｎβｃｏｔ（Ｎ［γ］＋β）］　（０°≤≤Ф０） （１４）

式中，Ｎ＝１，亦为含有连续单参数的一射线族方程。
记与 ｙ＝ｃ对应的边界点 ＰⅡ的 ｘ坐标 ｘⅡ（ｃ）＝

ｘⅡ｜ｙ＝ｃ，据式（１４）和 Ｎ＝１，则有
ｘⅡ（ｃ）＝ｘⅡ｜ｙ＝ｃ＝ｍａｘ｛ｘ（）｝｜ｙ＝ｃ＝

ｍａｘ｛ｃｃｏｔ（［γ］＋β）－ｌ（１－β′）［－ｃｏｓβ＋
ｓｉｎβｃｏｔ（［γ］＋β）］｝　（０°≤≤Ф０） （１５）

此时，不存在“１ 的特别说明”问题。
推程边界线Ⅱ的精确解析解为

ｘⅡ ＝ｘⅡ（ｙ）　 （－∞≤ｙ＜０） （１６）
式（１５）的几何意义：水平直线 ｙ＝ｃ与式（１４）

表达的射线族｛Ｌ｝截得无数个交点，而 ＰⅡ为无数个
交点中的居最右端者。

同理，据式（１５）和式（５）可得无数个边界点
ＰⅡ，从而求得边界线Ⅱ。

同前离散化处理方法，式（６）、（７）和（９）～
（１１）通用，与式（８）和（１２）对应有

ｘｉ＝ｘ（ｉ）＝ｙｃｏｔ（Ｎ［γ］＋βｉ）－ｌ（１－
　Ｎβ′ｉ）［－ｃｏｓβｉ＋ｓｉｎβｉｃｏｔ（Ｎ［γ］＋βｉ）］＝０ （１７）

ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ＝ｘ（ｉ）｜ｙ＝ｙｊ＝ｙｊｃｏｔ（Ｎ［γ］＋βｉ）－

ｌ（１－Ｎβ′ｉ）［－ｃｏｓβｉ＋ｓｉｎβｉｃｏｔ（Ｎ［γ］＋βｉ）］

（１８）
式中，Ｎ＝１。

比较所有 ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ值，解得最大值 ｍａｘ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝并
记为 ｘ２ｊ，则

ｘ２ｊ＝ｍａｘ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝ （１９）
同理，据式（１１）遍取各 ｙ＝ｙｊ值，得所有边界点

（ｘ２１，ｙ１）、（ｘ２２，ｙ２）等共计 ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ个，推程边界
线Ⅱ 的离散数值解为 ｛（ｘ２ｊ，ｙｊ）｝（ｊ＝１，２，…，
ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ）。
２１３　回程边界线Ⅲ

摆杆在某位置Ｏ２Ａ，延长线上截ＡＪ＝－ｌβ′ｒ（β′ｒ＜
０），作与 ＡＪ夹角为［γ］ｒ的射线 Ｍ，其方程式

ｘ＝ｙｃｏｔ（Ｎ［γ］ｒ＋βｒ）＋ｌ（１－Ｎβ′ｒ）［ｃｏｓβｒ－
ｓｉｎβｒｃｏｔ（Ｎ［γ］ｒ＋βｒ）］　（０°≤≤Φ′０） （２０）

式中，Ｎ＝１。
记与 ｙ＝ｃ对应的边界点 ＰⅢ的 ｘ坐标 ｘⅢ（ｃ）＝

ｘⅢ｜ｙ＝ｃ，据式（２０）和 Ｎ＝１，有
ｘⅢ（ｃ）＝ｘⅢ｜ｙ＝ｃ＝ｍａｘ｛ｘ（）｝｜ｙ＝ｃ＝

ｍａｘ｛ｃｃｏｔ（［γ］ｒ＋βｒ）＋ｌ（１－β′ｒ）［ｃｏｓβｒ－
ｓｉｎβｒｃｏｔ（［γ］ｒ＋βｒ）］｝　（０°≤≤Φ′０） （２１）

此时，亦不存在“１ 的特别说明”问题。
推程边界线Ⅲ的精确解析解为

ｘⅢ ＝ｘⅢ（ｙ）　（－∞≤ｙ＜０） （２２）
式（２１）的几何意义：水平直线 ｙ＝ｃ与式（２０）

表达的射线族｛Ｍ｝截得无数个交点，而 ＰⅢ为无数个
交点中的居最右端者。

据式（２１）和式（５）可得无数个边界点 ＰⅢ，从而
求得边界线Ⅲ。

式（７）（［ｉｎｔ（ｉ）－１］／Δ更换为 Φ′０）、式（６）
和（９）～（１１）通用，与式（８）和（１２）对应有

ｘｉ＝ｘ（ｉ）＝ｙｃｏｔ（Ｎ［γ］ｒ＋βｒｉ）＋
ｌ（１－Ｎβ′ｒｉ）［ｃｏｓβｒｉ－ｓｉｎβｒｉｃｏｔ（Ｎ［γ］ｒ＋βｒｉ）］

（２３）
ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ＝ｘ（ｉ）｜ｙ＝ｙｊ＝ｙｊｃｏｔ（Ｎ［γ］ｒ＋βｒｉ）＋
ｌ（１－Ｎβ′ｒｉ）［ｃｏｓβｒｉ－ｓｉｎβｒｉｃｏｔ（Ｎ［γ］ｒ＋βｒｉ）］

（２４）
式中，Ｎ＝１。

比较所有 ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ值，解得最大值 ｍａｘ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝并
记为 ｘ３ｊ，则

ｘ３ｊ＝ｍａｘ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝ （２５）

同理，据式（１１）遍历地取各 ｙ＝ｙｊ值，得所有边
界点（ｘ３１，ｙ１）、（ｘ３２，ｙ２）等共计 ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ个，边界
线Ⅲ 的离散数值解为 ｛（ｘ３ｊ，ｙｊ）｝（ｊ＝１，２，…，
ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ）。
２２　摆杆推程与凸轮转向相反
２２１　推程边界线Ⅰ

如图 ２ｂ所示，设摆杆在某位置 Ｏ２Ａ，在其延长
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线上截 ＡＨ＝ｌβ′，过点 Ｈ作与 ＡＨ夹角为［γ］的射线
Ｋ，前面的式（２）通用，Ｎ＝－１。式（２）是“相同、相
反”两种情况时射线 Ｋ的通用方程式。

同２１１节，据式（２）和 Ｎ＝－１，对应有
ｘⅠ（ｃ）＝ｘⅠ｜ｙ＝ｃ＝ｍａｘ｛ｘ（）｝｜ｙ＝ｃ＝
ｍａｘ｛ｃｃｏｔ（［γ］＋β）＋ｌ（１＋β′）［ｃｏｓβ－
ｓｉｎβｃｏｔ（［γ］＋β）］｝　（０°≤≤Φ０） （２６）

此时，无“１ 的特别说明”问题。
推程边界线Ⅰ的精确解析解，式（４）通用。
式（２６）的几何意义：水平直线 ｙ＝ｃ与式（２）表

达的射线族｛Ｋ｝截得无数个交点，而 ＰⅠ为无数个交
点中的居最右端者。

据式（２６）和式（５）可得无数个边界点 ＰⅠ，求得
边界线Ⅰ。

式（５）～（７）和式（９）～（１１）通用，只是式（７）、
（１１）中，Ｎ＝－１。

比较式（１２）（Ｎ＝－１）算得的所有 ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ值，解

得最大值 ｍａｘ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝并记为 ｘ１ｊ，则

ｘ１ｊ＝ｍａｘ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝ （２７）

据式（１１）遍取各 ｙ＝ｙｊ值，得所有边界点（ｘ１１，
ｙ１）、（ｘ１２，ｙ２）等共计 ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ个，边界线Ⅰ的离
散数值解为｛（ｘ１ｊ，ｙｊ）｝（ｊ＝１，２，…，ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ）。
２２２　推程边界线Ⅱ

仍设摆杆在某位置 Ｏ２Ａ，过 Ｈ作与 ＡＨ延长线
夹角为［γ］的射线 Ｌ，式（１５）通用，Ｎ＝－１。式（１５）
是“相同”、“相反”两种情况时射线 Ｌ的通用方程
式。

同２１２节，据式（１５）和 Ｎ＝－１有
ｘⅡ（ｃ）＝ｘⅡ｜ｙ＝ｃ＝ｍｉｎ｛ｘ（）｝｜ｙ＝ｃ＝

ｍｉｎ｛－ｃｃｏｔ（［γ］＋β）＋ｌ（１＋β′）［ｃｏｓβ＋
ｓｉｎβｃｏｔ（［γ］－β）］｝　（０°≤＜２） （２８）

推程边界线Ⅱ的精确解析解与式（１６）通用。

２ 的特别说明：与 ２１１节同理，据类速度图
原理，为保证式（２８）等的正确性，的实际定义域
取０°≤＜２。βｍ≤［γ］时，


２ ＝Ф０；βｍ＞［γ］时，

２ 是方程 β（）－［γ］＝０的解。
式（２８）的几何意义：水平直线 ｙ＝ｃ与式（１４）

（取 Ｎ＝－１）表达的射线族｛Ｌ｝的 ０°≤＜２ 部分
截得无数个交点，而 ＰⅡ为其中居最左端者。

据式（２８）和式（５）可得无数个边界点 ＰⅡ，求得
边界线Ⅱ。

式（７）中［ｉｎｔ（１）－１］／Δ更换为［ｉｎｔ（

２）－

１］／Δ，式（６）和式（９）～（１１）通用，只是式（１７）、
（１８）中，Ｎ＝－１。

比较根据式（１８）（Ｎ＝－１）算得的所有 ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ

值，解得最小值 ｍｉｎ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝并记为 ｘ２ｊ，则

ｘ２ｊ＝ｍｉｎ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝ （２９）

据式（１１）遍取各 ｙ＝ｙｊ值，得所有边界点（ｘ２１，
ｙ１）、（ｘ２２，ｙ２）等共计 ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ个，边界线Ⅱ的离

散数值解为｛（ｘ２ｊ，ｙｊ）｝（ｊ＝１，２，…，ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ）。
２２３　回程边界线Ⅲ

设摆杆在某位置 Ｏ２Ａ，其上截 ＡＪ＝－ｌβ′ｒ（β′ｒ＜

０），过点 Ｊ作与 ＡＪ夹角为［γ］ｒ的射线 Ｍ，式（２０）通
用，Ｎ＝－１。式（２０）是两种情况时射线 Ｍ的通用
方程式。

同２１３节，据式（２０）和 Ｎ＝－１有
ｘⅢ（ｃ）＝ｘⅢ｜ｙ＝ｃ＝ｍｉｎ｛ｘ（）｝｜ｙ＝ｃ＝

ｍｉｎ｛－ｃｃｏｔ（［γ］ｒ－βｒ）＋ｌ（１＋β′ｒ）［ｃｏｓβｒ＋

　ｓｉｎβｒｃｏｔ（［γ］ｒ－βｒ）］｝　（

３≤＜Φ′０） （３０）

推程边界线Ⅲ的精确解析解与式（２２）通用。
关于 ３的特别说明：据类速度图原理，为保证

式（３０）等的正确性，的实际定义域取 ３ ＜≤

Φ′０。βｍ≤［γ］ｒ时，

３ ＝Φ′０；βｍ＞［γ］ｒ时，


３是方程

βｒ（）－［γ］＝０的解。
式（３０）的几何意义：水平直线 ｙ＝ｃ与式（２０）

（取 Ｎ＝－１）表达的射线族｛Ｍ｝的 ３≤＜Φ′０部

分截得无数个交点，而 ＰⅢ为其中最左端者。
据式（３０）和式（５）可得无数个边界点 ＰⅢ，求得

边界线Ⅲ。
式（７）［ｉｎｔ（１）－１］／Δ更换为［ｉｎｔ（


３）－

１］／Δ，式（６）和（９）～（１１）通用，只是式（２３）和
（２４）中，Ｎ＝－１。

比较式（２４）（Ｎ＝－１）算得的所有 ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ值，解

得最小值 ｍｉｎ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝并记为 ｘ３ｊ，则

ｘ３ｊ＝ｍｉｎ｛ｘｉ｜ｙ＝ｙｊ｝ （３１）

据式（１１）遍取各 ｙ＝ｙｊ值，得所有边界点（ｘ３１，

ｙ１）、（ｘ３２，ｙ２）等共计 ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ个，边界线Ⅲ的离
散数值解为｛（ｘ３ｊ，ｙｊ）｝（ｊ＝１，２，…，ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ）。

３　凸轮最小基圆半径ｒ０及摆杆长度ｌ的确定

３１　力锁合凸轮机构
力锁合凸轮机构如图 ３所示。通常情况下，

［γ］取４０°～５０°，［γ］ｒ取１０°～２０°。
３１１　确定边界线Ⅰ与Ⅱ的交点

对边界线Ⅰ、Ⅱ的离散数值解进行一维搜索。
据式（１１）自 ｙｊ＝ｙ１＝－Δｙ（即 ｊ＝１）始，逐次计算两
条边界线对应同一 ｙｊ值的 ｘ坐标之差的绝对值，即

｜ｘ１１－ｘ２１｜，｜ｘ１２－ｘ２２｜，…，直至搜索到某一 ｊ

１ 值，恰

好满足
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图 ３　力锁合凸轮机构

Ｆｉｇ．３　Ｆｏｒｃｅｄｒｉｖｅｃａｍｍｅｃｈａｎｉｓｍ
（ａ）相同（Ｎ＝１）　（ｂ）相反（Ｎ＝－１）

　

｜ｘ１ｊ１－ｘ

２ｊ１｜＝ｍｉｎ｛｜ｘ１ｊ－ｘ２ｊ｜｝　

（ｊ＝１，２，…，ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ） （３２）
于是，交点的坐标为 Ｏｊ１（ｘ


１ｊ１，ｙ


ｊ１）。

３１２　确定边界线Ⅰ与Ⅲ的交点
同理，对边界线Ⅰ、Ⅲ的离散数值解进行一维搜

索。据式（１１）自 ｙｊ＝ｙ１＝－Δｙ始，逐次计算对应同
一ｙｊ值的ｘ坐标之差绝对值｜ｘ１１－ｘｒ１｜，｜ｘ１２－ｘｒ２｜，…，

直至搜索到某一 ｊ２ 值，恰好满足

｜ｘ１ｊ２－ｘ

ｒｊ２｜＝ｍｉｎ｛｜ｘ１ｊ－ｘｒｊ｜｝

（ｊ＝１，２，…，ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ） （３３）
于是，交点的坐标为 Ｏｊ２（ｘ


１ｊ２，ｙ


ｊ２）。

３１３　确定边界线Ⅱ与Ⅲ的交点
对边界线Ⅱ、Ⅲ的离散数值解进行一维搜索。

据式（１１）自 ｙｊ＝ｙ１＝－Δｙ始，逐次计算对应同一 ｙｊ
值的 ｘ坐标之差的绝对值｜ｘ２１－ｘｒ１｜，｜ｘ２２－ｘｒ２｜，…，

直至搜索到某一 ｊ３值，恰好满足

｜ｘ２ｊ３－ｘ

ｒｊ３｜＝ｍｉｎ｛｜ｘ２ｊ－ｘｒｊ｜｝　

（ｊ＝１，２，…，ｉｎｔ（２ｌ）／Δｙ） （３４）
于是，交点的坐标为 Ｏｊ３（ｘ


２ｊ３，ｙ


ｊ３）。

根据理论分析和大量算例，得到结论：

如图４所示，边界线Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ的相对分布／截
交形态，共存在３种情况：ｙｊ１ ＜ｙ


ｊ２ ＜ｙ


ｊ３、ｙ


ｊ１ ＝ｙ


ｊ２ ＝

ｙｊ３、ｙ

ｊ３ ＜ｙ


ｊ２ ＜ｙ


ｊ１。

据图４不难看出：
ｙｊ１ ＜ｙ


ｊ２ ＜ｙ


ｊ３和 ｙ


ｊ１ ＝ｙ


ｊ２ ＝ｙ


ｊ３时，凸轮轴心 Ｏ１

许用区域的“整程边界线”Σ，由边界线Ⅰ和Ⅱ在其
交点 Ｏｊ１以下的两个子段构成。

ｙｊ３ ＜ｙ

ｊ２ ＜ｙ


ｊ１时，凸轮轴心 Ｏ１许用区域的“整

程边界线”Σ，分别由边界线Ⅰ的 Ｏｊ２点以下子段，边

界线Ⅲ介于 Ｏｊ２、Ｏ

ｊ３两点间子段和边界线Ⅱ的 Ｏ


ｊ３点

以下子段总共３个子段构成。
一般，凸轮最小基圆半径和中心距为

ｒ０＝［（ｘ

１ｊ１－ｌ）

２＋ｙ２ｊ１ ］
１／２

ａ＝（ｘ２１ｊ１ ＋ｙ
２
ｊ１ ）

１／{ ２

（ｙｊ１ ＜ｙ

ｊ２ ＜ｙ


ｊ３或 ｙ


ｊ１ ＝ｙ


ｊ２ ＝ｙ


ｊ３） （３５）

ｒ０＝［（ｘ

１ｊ２－ｌ）

２＋ｙ２ｊ２ ］
１／２

ａ＝（ｘ２１ｊ２ ＋ｙ
２
ｊ２ ）

１／{ ２

（ｙｊ３ ＜ｙ

ｊ２ ＜ｙ


ｊ１） （３６）

严格意义上讲，当［γ］值偏小时，应沿“整程边
界线”Σ通过一维搜索，根据

ｍｉｎｒ０＝［（ｘΣ－ｌ）
２＋ｙ２Σ］

１／２
（３７）

筛选出具有凸轮最小基圆半径的机构“最小尺寸

解”。式中，ｘΣ、ｙΣ为“整程边界线”Σ上点的 ｘ、ｙ坐
标值。

工程实际中，通常预先给定实际中心距 ａ。此
时，可根据解得的 ｌ、ｒ０和 ａ三者间的尺寸比例关系，
反求得到对应的 ｌ和 ｒ０。
３２　共轭凸轮机构

图５ａ、５ｂ所示分别为主凸轮机构中摆杆 Ｏ２Ａ推

程时与凸轮１转向相同、相反的两种情况，在副凸轮
机构中情况恰好相反。明确这种特性后，可按 ３１
节的方法，据预先给定的实际中心距 ａ，解得共轭凸
轮机构的 ｒ０、ｒ′０和 ｌ、ｌ′。

３３　槽道凸轮机构
图６ａ、６ｂ所示分别为主推程时摆杆 Ｏ２Ａ与凸轮

１转向相同、相反的两种情况。这种凸轮机构，摆杆
往返两行程皆为推程，取得最小基圆半径的凸轮轴

心为边界线Ⅰ与Ⅲ的交点，故根据 ３１２节求解计
算即可。

此时与边界线Ⅲ有关的式（２０）、（２３）和（２４）中
的［γ］ｒ须替换为［γ］。随后，据式（３３）、（３６）和预
先给定的中心距 ａ等，解得槽道凸轮机构的 ｒ０和 ｌ。

４　机构综合举例

设计槽道滚子摆动从动杆盘形凸轮机构。已知

Φ０＝Φ′０＝Φｓ＝Φ′ｓ＝９０°，摆杆行程角 βｍ＝３０°，Ｎ＝
１，摆杆往返皆选取改进梯形加速度规律，中心距ａ＝
２００ｍｍ，许用传动角［γ］＝５０°，试确定凸轮基圆半
径 ｒ０和摆杆长度 ｌ。

根据已知条件，再假定 ｌ＝１００ｍｍ，取 ｐ＝ｑ＝２，
故 Δ＝００１°，Δｙ＝００１ｍｍ。据 ２１１节公式、
“特别说明”和步骤，据式（１３）、（１４）算得边界线Ⅰ
的离散边界点族｛（ｘ１ｊ，ｙｊ）｝共２×１０

４
个。

同理，据 ２１３节 中 相 关 公 式 和 步 骤，将
式（２０）、（２３）和（２４）中的［γ］ｒ替换为［γ］，算得边

界线Ⅲ的离散点族｛（ｘｒｊ，ｙｊ）｝共２×１０
４
个。

据３１２节，以式（１４）和（２８）进行一维搜索，
得到 ｊ２ ＝５６０５，ｘ


１ｊ２＝１１４７４１２，ｙ


ｊ２ ＝－５６０５０２；据

式（３６）得 ｒ０＝６４２３６８ｍｍ、ａ＝１１９５４７３ｍｍ。
通过式（３７）的搜索验证，上述解确为取得凸轮
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图 ４　边界线Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ相对分布／截交的 ３种情况

Ｆｉｇ．４　ＴｈｒｅｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｃａｓｅｓｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｌｉｎｅⅠ，ⅡａｎｄⅢ
（ａ）Ｎ＝１，边界线Ⅰ　（ｂ）Ｎ＝１，边界线Ⅱ　（ｃ）Ｎ＝１，边界线Ⅲ　（ｄ）Ｎ＝２，边界线Ⅰ　（ｅ）Ｎ＝２，边界线Ⅱ　（ｆ）Ｎ＝２，边界线Ⅲ

　

图 ５　共轭凸轮机构

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｊｕｇａｔｅｃａｍｍｅｃｈａｎｉｓｍ
（ａ）相同（Ｎ＝１）　（ｂ）相反（Ｎ＝－１）

　

最小基圆半径的机构最小尺寸解。

再据给定的实际中心距 ａ＝２００ｍｍ，据算得的

ｌ、ｒ０和 ａ三者间的尺寸比例关系，反求得到 ｒ０ ＝

图 ６　槽道凸轮机构

Ｆｉｇ．６　Ｇｒｏｏｖｅｄｃａｍｍｅｃｈａｎｉｓｍ
（ａ）相同（Ｎ＝１）　（ｂ）相反（Ｎ＝－１）

　
１０７４６６８ｍｍ、ｌ＝１６７２９７８ｍｍ。

５　结束语

基于经典的类速度图原理，通过提出“辅助平

行直线族”，解决了长期以来一直未获得彻底解决

的摆动从动杆盘形凸轮机构的最小尺寸设计问题。

３４２第 ３期　　　　　　　　　　　　常勇 等：摆动从动杆盘形凸轮机构最小尺寸的完全解法
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