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摘要：对机器人工作空间求解的蒙特卡洛法的基本原理、算法流程、适用范围等进行了研究，分析了蒙特卡洛法中

随机点分布的不均匀性以及内部随机点和边界随机点的不同作用，并总结了立体工作空间随机点分层处理时引起

的误差情况。针对传统算法边界处随机点分布不理想的问题，强调边界点的重要性，根据关节空间到工作空间映

射的连续性，在先期搜索到的边界点的小邻域内重新生成随机点，从而有效改善了边界处随机点的分布状况，提高

了边界点的精确度。针对立体工作空间随机点分层处理带来的误差，采用二次分层的方法，通过减小统计层厚度

提高边界点的统计精度。大量的试验证明了算法的有效性。
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　　引言

机器人工作空间定义为：在基础坐标系中末端

执行器某参考点所能到达的位置的集合。工作空间

标示了机器人的工作范围，因而其形状和尺寸是机

器人的一项重要运动学性能指标，也是机器人设计

和优化的重要依据。

目前为止，工作空间求解方法主要有：几何法、

解析法和数值法
［１］
。此外，文献［２］在 Ｍａｔｌａｂ中采

用跟踪记录参考点位置的方法研究机器人的工作空

间，文献［３～４］利用三维建模软件进行了研究。跟
踪参考点方法计算量非常大，随着关节数的增加，以

几何级数增加。三维建模软件的建模能力不会超出

现有的工作空间求解理论。



几何作图法简单、直观，但随着自由度数增加，

几何图形非常复杂和难以理解，而且难以表达三维

空间机器人的运动。解析法一般采用微分几何学的

理论，根据工作空间边界与机器人速度雅可比矩阵

奇异性之间的关系
［５］
来描述和计算各种奇异曲面，

利用摄动法以及优化理论判断奇异曲面是否工作空

间的边界，并最终计算出边界曲面
［６～７］

。这样的求

解过程非常复杂，且一般不具有通用性。

蒙特卡洛法是一种简单、实用，几乎可以通用化

的数值方法
［８］
，随着计算机技术的发展已被广泛采

用。但这一方法目前存在精度较低的缺点，所以主

要用于定性分析和几何验证。本文对蒙特卡洛法进

行改进，以有效提高求解精度。

１　蒙特卡洛法原理及现有算法

蒙特卡洛法基于概率统计理论，对随机性问题

进行仿真是该方法的基本特征。机器人的工作空间本

质上不属于随机性问题，所以，需要人为构造一个合理

的随机概率模型，使工作空间的解成为其统计参量。

图 １　平面 ３自由度机器人点云图

Ｆｉｇ．１　Ｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｏｆｐｌａｎａｒ３ＤＯＦｒｏｂｏｔｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
（ａ）随机点数为１万点　（ｂ）随机点数为１０万点　（ｃ）随机点数为５０万点

　

机器人末端参考点在基础坐标系中可以表示为

ｐ＝ｐ（ｑ）。其中，ｐ＝（ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ），为参考点在基础坐
标系中的位置向量；ｑ＝（ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ），为 ｎ维关节
空间内的点向量。一般各关节有活动范围限制，即：

ｑｉｍｉｎ≤ｑｉ≤ｑｉｍａｘ（ｉ＝１，２，…，ｎ）。
用集合的方法，机器人的工作空间表示为

Ｗｏ＝｛ｐ｜ｑｉｍｉｎ≤ｑｉ≤ｑｉｍａｘ（ｉ＝１，２，…，ｎ）｝
通过在关节空间内随机产生大量的关节空间

点，并逐一映射至工作空间内，得到一定数量的末端

位置随机点，即可统计计算出工作空间的边界。

现有算法如下：

（１）对每个关节变量在其取值范围内产生 Ｎ
个均匀分布的随机值，按序号对应组合成 Ｎ个关节
空间向量。

（２）利用正向运动学方程计算出工作空间内对
应的 Ｎ个随机点。

（３）点云图形显示：将所有的末端点位置以图

形方式加以显示或打印，从而直观地研究工作空间

的情况。

（４）工作空间边界的提取：在 Ｎ个工作空间随
机点中，可以搜索到工作空间的近似边界点，从而得

到近似边界曲线。

（５）工作空间容积的计算：对于二维平面机器
人，其工作空间为平面图形，实际得到的边界点连线

为多边形。可根据多边形面积公式计算工作空间面

积。也可对图形进行条形分割，采用积分法计算各

区域的面积和，从而得到总面积。此外，还可以利用

曲线拟合方法，将整个边界曲线拟合为多段弧线，然

后分区计算面积。无论哪种方法，得到的都是实际

工作空间面积的近似值。对于三维空间机器人，其

工作空间为三维空间实体，可以采用分层处理的方

法。即：将所有随机点沿某一坐标轴方向按规划间

距（一般采用等间距）划分为若干相互平行的“层”，

将每一层里的随机点看作一个平面图形，按照平面

图形的方法进行处理，得到每一层的几何参数。然

后根据数值积分法得到整个实际工作空间体积的近

似值。

目前的研究大都集中于边界提取和容积计算算

法，如文献［１、３、８～１１］等。
图１为一平面三旋转关节机器人的点云图。可

以看出，Ｎ值越大，效果越好。

２　蒙特卡洛法特点分析

２１　工作空间内随机点的作用不同
工作空间随机点的作用主要有：根据随机点的

总体分布情况考察工作空间的形状、分布，工作空间

内是否存在空腔、空洞，以及空腔、空洞的位置等；根

据边缘随机点坐标获取工作空间边界的具体数据，

准确的工作空间数据是机器人结构和性能参数优化

的依据，也是机器人能否完成具体作业任务的判断

依据
［１２］
。

显然，工作空间边界处的随机点更有价值。

２２　工作空间随机点的分布不均匀
从图 １可以看出，工作空间随机点的分布是不
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均匀的，即使总点数已经很大，一些边界处的分布密

度依然很低。这是由关节空间到工作空间的映射的

非线性引起的。

这种不均匀性将导致工作空间边界提取的精度

下降，在局部甚至会出现很大的误差。考虑到边界

点的重要性，应着力改善边界随机点的分布状况。

但目前这方面的研究很少。

注意到部分工作空间边界是由关节活动极限导

致的
［６］
，文献［１］利用 β分布代替均匀分布生成关

节变量随机值，加大了随机值在关节变量极限附近

的分布密度，从而可加大工作空间相应边界处的随

机点分布密度。但该方法不能改善所有边界处随机

点的分布。

２３　蒙特卡洛法的适用范围
蒙特卡洛法算法简单，适用范围广泛。可广泛

用于串联机器人、并联机器人、非冗余机器人、冗余

机器人等的工作空间求解。

但由于边界提取精度依赖于边界点分布状况，

有时精度较差。所以目前大多用于机器人设计阶段

的结构分析、验证和优化参考。

此外，蒙特卡洛法求解过程数据处理量大，一般

需要大量内存，生成理想伪随机数也比较耗费机时，

故计算效率较差。不适用于工作空间可能发生变

化，需要在线实时计算的情况。

３　蒙特卡洛法改进

根据前面分析，目前蒙特卡洛法的主要问题是

边界提取精度不可靠，应设法提高精度。

３１　影响边界提取精度的两个主要因素
３１１　边界处随机点的分布不理想

尽管增加随机点数量可以提高边界处随机点的

分布密度，但考虑计算效率，随机点数不可能无限增

加。而且，如前所述，即使随机点数量已经非常大，

一些边界处的随机点密度依然很低。这是因为增加

的随机点仍然更多地分布于工作空间内部而不是边

界处。

３１２　三维工作空间分层处理引起的误差
对于三维工作空间，一般采用分层处理的方

法
［１，９］
。实质上是将每层空间内三维分布的随机点

向层平面投影，从而得到平面图形。这样的分层投

影处理必然会引入正误差，如图 ２所示。如果采取
缩小分层间距的方法来减小这种误差，可能导致层

数的不必要增多。

３２　算法的改进
３２１　边界处局部增加随机点

首先，采用现有算法产生一定数量的随机点，并

图 ２　分层投影引起的误差

Ｆｉｇ．２　Ｅｒｒｏｒｃａｕｓｅｄｂｙｓｌｉｃｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
　
搜索到所有边界点。然后，在每个边界点对应的关

节变量值的足够小邻域内生成一定数量的新的随机

关节变量值，从而得到一些新的工作空间随机点。

新的随机点将会分布在原有各边界点的周围，如此，

就有可能在原有近似边界点和真实边界之间出现新

点，这样的新点更靠近真实边界。故此，在所有新生

成的随机点中重新搜索边界点，将可能得到更加精

确的近似边界点。

算法原理基于关节空间到工作空间映射的连续

性，即：关节变量值的连续变化引起的末端位置变化

是连续的。所以，在已有边界点对应的关节变量值

的足够小的邻域内重新产生的随机关节变量值，其

在工作空间内的映射点也将分布在已有边界点的周

围。在新的映射点中找到的边界点将可能更接近真

实的边界。通过循环，可以使随机点逐步逼近真实

的边界。

３２２　三维空间内二次分层，减小投影误差
采取二次分层减小层厚的方法来减小投影误

差，即：在初次分层的基础上，每一层内只取一个

“薄层”内的随机点数据。这样的方法可以有效减

小分层投影引起的误差。

４　应用实例

图 ３　５自由度机器人结构图

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆ５ＤＯＦｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

４１　机器人结构及参数
图３所示为一腕部偏置 ５自由度串联机器人。

关节３为滑移关节，其余均为转动关节。
采用 Ｄ Ｈ法表示各连杆之间的位姿变换，各

连杆的附体坐标系如图３所示。表１给出机器人的
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Ｄ Ｈ参数。
参考点选为末端点，其在末杆坐标系中的坐标

为（５８０，０，８００）。参考点在基础坐标系中的坐标
（Ｐｘ，Ｐｙ，Ｐｚ）的表达式分别为

Ｐｘ＝２００ｃ１＋８００［ｓ５（ｓ１ｓ４＋ｃ１ｃ２ｃ４）＋ｃ１ｃ５ｓ２］＋
５８０［ｃ５（ｓ１ｓ４＋ｃ１ｃ２ｃ４）－ｃ１ｓ２ｓ５］＋

１７０ｃ１ｃ２＋ｄ３ｃ１ｓ２ （１）
Ｐｙ＝２００ｓ１－８００［ｓ５（ｃ１ｓ４－ｃ２ｃ４ｓ１）－ｃ５ｓ１ｓ２］－

５８０［ｃ５（ｃ１ｓ４－ｃ２ｃ４ｓ１）＋ｓ１ｓ２ｓ５］＋
１７０ｃ２ｓ１＋ｄ３ｓ１ｓ２ （２）

Ｐｚ＝１８０－ｃ２ｄ３＋１７０ｓ２－８００（ｃ２ｃ５－ｃ４ｓ２ｓ５）＋
５８０（ｃ２ｓ５＋ｃ４ｃ５ｓ２） （３）

以上各式中，ｓｉ表示 ｓｉｎθｉ，ｃｉ表示 ｃｏｓθｉ。

表 １　机器人 Ｄ Ｈ参数

Ｔａｂ．１　Ｄ Ｈｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

关节

编号

关节

变量

αｉ
／ｒａｄ

ｄｉ
／ｍｍ

ａｉ／
ｍｍ

变量

范围

１ θ１ π／２ １８０ ２００ π／３～２π／３

２ θ２ π／２ ０ １７０ π／３～２π／３

３ ｄ３ ０ ｄ３ ０ １２９０～２２９０

４ θ４ －π／２ ０ ０ －π～π

５ θ５ π／２ ５８０ ８００ －π／２～π／４

图 ５　４０万原始随机点提取的边界点

Ｆｉｇ．５　Ｂｏｕｎｄｒｙｐｏｉｎｔｓａｍｏｎｇ４０００００ｒａｎｄｏｍｐｏｉｎｔｓ
（ａ）第１０层　（ｂ）第５０层　（ｃ）第９０层

　

４２　工作空间求解
如图３所示，关节１为旋转关节，其活动范围关

于基础坐标系的 ＹＯＺ平面对称，所以机器人的工作
空间关于 ＹＯＺ平面对称。

工作空间分层方式为：沿基础坐标系 Ｚ轴方向
平均分为１００层。在每一层内沿 Ｙ轴方向平均划分
为１００列。如图４所示。

以４０万原始随机点为例，在 Ｍａｔｌａｂ中编程。
算法主要流程如下：

（１）生成各关节随机变量值。
（２）将随机关节变量值逐一代入式（１）～（３），

计算出所有随机点的坐标。

（３）在每层、每列内搜索边界随机点。
（４）在每个搜索到的边界点的小邻域内重新生

图 ４　分层分列方式

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｈｅｍｅｏｆｗｏｒｋｓｐａｃｅｓｌｉｃｉｎｇ
　
成１０个新的随机点，并依顺序将数据存入原始随机
点数据存储矩阵。

（５）以新的随机点数据重复步骤（１）～（４），直
到边界随机点坐标值变化很小，或设定的循环次数

执行完毕。

（６）图形显示、打印及数据计算。
在步骤（４）中，新的随机点数据覆盖了一部分

原有的随机点数据，这样可以节约内存。

４３　求解效果
图５为原始随机点数据搜索到的边界点，图６～８

分别为１０次、２０次、５０次循环得到的边界点。可以
看出，边界轮廓逐步清晰化和精确化。图９为 ５０次
循环后的边界点云图，图 １０为部分层的边界曲线
图。

大量试验表明，２０次循环即可获得良好的效
果，５０次循环可以近乎完美地给出边界。

表２为部分层的面积计算结果。计算结果表明
了改进算法的优越性。第 １０层附近工作空间截面
变化较大，所以层厚引起的误差较大。如需进一步

提高精度，可以取更小的层厚。

大量对比试验表明，总随机点数相当的情况下，

改进算法精度明显优于传统算法。而当求解精度接

近时，对于本例，改进算法的计算时间约为传统算法

的１／２０。原因在于改进算法的大部分随机点位于
边界附近，有效增加了边界随机点密度，从而有效提

高了精度和效率。
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图 ６　经过 １０次扩展的边界点

Ｆｉｇ．６　Ｂｏｕｎｄｒｙｐｏｉｎｔｓａｆｔｅｒ１０ｔｉｍｅｓｅｘｐａｎｓｉｏｎ
（ａ）第１０层　（ｂ）第５０层　（ｃ）第９０层

　

图 ７　经过 ２０次扩展的边界点

Ｆｉｇ．７　Ｂｏｕｎｄｒｙｐｏｉｎｔｓａｆｔｅｒ２０ｔｉｍｅｓｅｘｐａｎｓｉｏｎ
（ａ）第１０层　（ｂ）第５０层　（ｃ）第９０层

　

图 ８　经过 ５０次扩展的边界点

Ｆｉｇ．８　Ｂｏｕｎｄｒｙｐｏｉｎｔｓａｆｔｅｒ５０ｔｉｍｅｓｅｘｐａｎｓｉｏｎ
（ａ）第１０层　（ｂ）第５０层　（ｃ）第９０层

　

图 ９　经过 ５０次扩展的边界点云图

Ｆｉｇ．９　Ａｌｌｂｏｕｎｄｒｙｐｏｉｎｔｓａｆｔｅｒ５０ｔｉｍｅｓｅｘｐａｎｓｉｏｎ
　

图 １０　经过 ５０次扩展的边界曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｂｏｕｎｄｒｙｃｕｒｖｅｓａｆｔｅｒ５０ｔｉｍｅｓｅｘｐａｎｓｉｏｎ
　

表 ２　部分层的面积计算结果

Ｔａｂ．２　Ａｒｅａｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｏｍｅｌａｙｅｒｓ

算法 项目 第１０层 第３０层 第５０层 第７０层 第９０层

原有算法
计算面积／ｍｍ２ ４７９７７３１３２ ６６６８２４２２５ ６２０５０２２７５ ６４３５０２１７９ ５１１２９１６４２

（２０４０万点）
实际面积／ｍｍ２ ５９８９８３１３９ ７７２２４６９１７ ７５４５３２１７８ ７５９６２０４７４ ６１２９９９９４１

误差／％ －１９９０ －１３６５ －１７７６ －１５２９ －１６５９

改进算法
计算面积／ｍｍ２ ６１８６９９６５８ ７６６１８８５２９ ７４７３８０１７５ ７５３３４７３６２ ６０２０５７５９０

（５０次扩展）
实际面积／ｍｍ２ ５９４２４０５７５ ７６７３５７３２１ ７４８４６３５１４ ７５４１８６５４１ ６０３３５１７５６

误差／％ ４１２ －０１５ －０１４ －０１１ －０２１
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５　结论

（１）蒙特卡洛法具有简单、方便、适用范围广的
特点。但传统算法边界处随机点分布不理想，影响

了求解精度和效率，也影响了这一方法的实用价值。

（２）现有的三维空间分层处理方式过于简单
化，分层投影引起的边界误差较大。

（３）根据关节空间到工作空间映射的连续性，
在已搜索到的边界点对应的关节变量值的小邻域内

重新生成一些随机关节变量值，其在工作空间内的

映射点将分布在原有随机点的周围，从而可以找到

更接近真实边界的点。

（４）结合二次分层法减小投影误差，改进算法
可以取得良好的效果。
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