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角接触球轴承动力学建模与实验!

方　兵　张　雷　曲兴田　赵　继
（吉林大学机械科学与工程学院，长春 １３００２５）

　　【摘要】　针对轴承装配体结构振动的问题，采用矩阵变换方法分析了双列角接触球轴承接触变形的几何关

系，使得分析过程更加简洁和精确，并以此为依据，结合赫兹接触理论和拉格朗日分析力学原理建立了轴承装配体

结构 ５自由度动力学模型；讨论了预紧力、接触角、滚动体位置等对系统固有频率的影响；研制了轴承装配体结构

动力学参数测试实验台，实验结果表明，该动力学模型能够较准确地预测结构动态参数，误差在 １５％以内，满足工

程计算的需要。
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　　引言

无论是主轴系统还是传动系统，轴承作为支撑

部件，其刚度是系统的薄弱环节，其动力学特性对系

统整体特性影响较为明显，因此轴承动力学特性计

算对于系统的设计与维护来说是十分重要的。国内

外研究人员对此做了大量的工作。文献［１～２］推
导了轴承刚度矩阵的解析公式，考虑了轴承径向间

隙和内部载荷分布角等影响，并研究了轴承受载、变

形位移的数值计算方法。Ｈａｒｒｉｓ等［３］
利用转子系统

结构的对称性，采用梁单元分析转轴，轴承则被３个
自由度（轴向、径向和转角）的线性弹簧等效代替。

Ｌｉｍ等［４～５］
基于 Ｈｅｒｔｚ接触理论建立了 ５自由度分

析模型，利用力学平衡方程推导了刚度矩阵。

Ｒｏｙｓｔｏｎ等［６］
在 Ｌｉｍ的分析基础之上，建立了轴承振

动的５自由度动力学方程，并讨论了不同预紧力下
结构的固有频率和刚度的变化情况。Ｒｏｏｋ等［７］

在

分析由轴承连接的板梁耦合结构中，对 Ｌｉｍ的模型
做了进一步的发展，采用了坐标变换的方法更简洁

地推导了 ５自由度分析模型。Ｌｙｎａｇｈ等［８］
在分析

立式加工中心主轴振动特性时，建立了考虑制造误

差的分析模型。近年来，在涉及到轴承结构振动计

算时，大多采用的是在 Ｌｉｍ等提出的分析模型基础
上做一定的修改

［９～１０］
。



本文采用矩阵变换分析方法
［１１］
，建立双列角接

触球轴承接触变形关系。采用拉格朗日分析力学原

理建立轴承结构振动的５自由度动力学模型。

１　双列角接触球轴承变形

为了增加轴承的刚度，通常情况下成对安装角

接触球轴承，并对其施加轴向预紧力。轴承的配对

方式一般可分为背对背（ＤＢ）、面对面（ＤＦ）和并列
（ＤＴ）３种方式。图 １所示为面对面安装方式，轴承
通过隔套预紧，预紧力的大小可由内、外隔套的宽度

差调整。

图 １　双列面对面轴承组件结构

Ｆｉｇ．１　ＳｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｂｅａｒｉｎｇａｓｓｅｍｂｌｅｄｗｉｔｈＤＦ
１．轴承　２．内圈隔套　３．外圈隔套　４．端盖　５．轴　６．轴承座
　
当轴产生位移时，则相应的钢球也发生弹性变

形，其变形的关系可通过几何计算得到。如图 ２所
示，在轴的质心位置建立坐标系 ＯＸＹＺ，以及分别在
两列轴承内圈中心处建立坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１ 和
Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２。为便于分析，现假设轴承外圈固定不动，
轴承内圈与轴固定。因此，当轴运动时，轴承内圈与

之一起运动，并与外圈产生相对位移。根据轴承运

动特点，可用５个自由度对轴的运动加以描述，３个方
向的平动和２个方向的转动，即δ＝（δｘ，δｙ，δｚ，θｘ，θｙ）。

图 ２　双列面对面轴承坐标变换示意图

Ｆｉｇ．２　ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆＤＦ
　
由坐标变换原理可得到 Ｏ′１Ｘ′１Ｙ′１Ｚ′１ 相对于

Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１的变换矩阵 Ｔ１和 Ｏ′２Ｘ′２Ｙ′２Ｚ′２ 相对于
Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２的变换矩阵为 Ｔ２为

Ｔ１＝
ｃｏｓθｘ ０ ｓｉｎθｙ δｘ＋Ｌ１ｓｉｎθｙ
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式中　Ｌ１———第 １列轴承内圈中心点 Ｏ１点到轴质
心 Ｏ的距离

Ｌ２———第２列轴承内圈中心点 Ｏ２点到轴质
心 Ｏ的距离

如图３所示，变形前，第１列轴承内圈滚道曲率
中心线上一点 Ｐ１φ在 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１中的坐标为

Ｐ１φ＝（Ｒｉｓｉｎφ，Ｒｉｃｏｓφ，０，１） （３）
式中　Ｒｉ———内圈沟道曲率中心圆的半径

φ———滚动体位置角
同理，第 ２列轴承内圈滚道曲率中心线上一点

Ｐ２φ在 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２中的坐标为
Ｐ２φ＝（Ｒｉｓｉｎφ，Ｒｉｃｏｓφ，０，１） （４）

图 ３　角接触球轴承弹性变形示意图

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆａｎｇｕｌａｒｃｏｎｔａｃｔｂａｌｌｂｅａｒｉｎｇ
　
受载荷作用以后，与 Ｐ１φ相对应的内圈沟道曲

率中心线上一点 Ｐ′１φ在坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１中的坐标为
Ｐ′１φ＝Ｔ１Ｐ１φ＝（Ｒｉｓｉｎφｃｏｓθｘ＋δｘ＋Ｌ１ｓｉｎθｙ，

Ｒｉｓｉｎφｓｉｎθｘｓｉｎθｙ＋Ｒｉｃｏｓφｃｏｓθｘ＋δｙ－Ｌ１ｓｉｎθｘｃｏｓθｙ，
－Ｒｉｓｉｎφｃｏｓθｘｓｉｎθｙ＋Ｒｉｃｏｓφｓｉｎθｘ＋δｚ－Ｌ１＋

Ｌ１ｃｏｓθｘｃｏｓθｙ，１） （５）

同理，与 Ｐ２φ相对应的内圈沟道曲率中心线上

一点 Ｐ′２φ在坐标系 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２中的坐标为
Ｐ′２φ＝Ｔ２Ｐ２φ＝（Ｒｉｓｉｎφｃｏｓθｘ＋δｘ－Ｌ２ｓｉｎθｙ，

Ｒｉｓｉｎφｓｉｎθｘｓｉｎθｙ＋Ｒｉｃｏｓφｃｏｓθｘ＋δｙ＋Ｌ２ｓｉｎθｘｃｏｓθｙ，

－Ｒｉｓｉｎφｃｏｓθｘｓｉｎθｙ＋Ｒｉｃｏｓφｓｉｎθｘ＋δｚ＋Ｌ２－

Ｌ２ｃｏｓθｘｃｏｓθｙ，１） （６）
接触变形分析中，弹性变形量通常为微小量，因

此可取 ｃｏｓθｘ≈１，ｃｏｓθｙ≈１，ｓｉｎθｘ≈θｘ，ｓｉｎθｙ≈θｙ，并
略去高次项，则任意位置角 φ处的滚动体在 ＸＹＺ方
向上的弹性变形量 Δ１φ和 Δ２φ为

Δ１φ＝Ｐ′１φ－Ｐ１φ＝（Δ１ｘ，Δ１ｙ，Δ１ｚ，０） （７）
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Δ２φ＝Ｐ′２φ－Ｐ２φ＝（Δ２ｘ，Δ２ｙ，Δ２ｚ，０） （８）
其中 Δ１ｘ＝δｘ＋Ｌ１θｙ　Δ１ｙ＝δｙ－Ｌ１θｘ

Δ１ｚ＝δｚ＋Ｒｉθｘｃｏｓφ－Ｒｉθｙｓｉｎφ
Δ２ｘ＝δｘ－Ｌ２θｙ　Δ２ｙ＝δｙ＋Ｌ２θｘ
Δ２ｚ＝δｚ＋Ｒｉθｘｃｏｓφ－Ｒｉθｙｓｉｎφ

如图３～４所示，进一步计算得到钢球在接触法
向上的变形量为

图 ４　滚动体弹性变形示意图

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｒｏｌｌｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｓ
　

δ１φ＝δ１φａｓｉｎα０＋δ１φｒｃｏｓα０ （９）
其中 δ１φｒ＝Δ１ｘｓｉｎφ＋Δ１ｙｃｏｓφ　δ１φａ＝Δ１ｚ
式中　α０———接触角

同理，有

δ２φ＝δ２φａｓｉｎα０＋δ２φｒｃｏｓα０ （１０）
其中 δ２φｒ＝Δ２ｘｓｉｎφ＋Δ２ｙｃｏｓφ　δ２φａ＝Δ２ｚ

２　轴承动力学方程推导

分析时，考虑到轴和轴承座自身固有频率较高，

可视轴承座和轴为刚体，之间通过滚动体连接，滚动

体为弹性体，可用弹簧等效代替。

根据 Ｈｅｒｔｚ接触理论［１２］
，球轴承每一个滚动体

的载荷与变形之间关系为

Ｑｎ＝ｋｎδ
３／２
ｎ （１１）

式中　Ｑｎ———滚动体在接触法向上弹性力
ｋｎ———与几何尺寸有关的常数

δｎ———接触法向上的弹性变形
因此，钢球在接触法线上的刚度为

Ｋｎ＝
Ｑｎ
δｎ
＝１５ｋｎδ

０５
ｎ （１２）

考察双列轴承装配的结构特点，系统动能 Ｔ、势
能 Ｕ以及耗散函数 Φ为

Ｔ＝１
２∑

５

ｉ＝１
ｍｉδ
·２
ｉ （１３）

Ｕ＝１
２∑

Ｚ

ｉ＝１
Ｋｎδ

２
１ｉ＋
１
２∑

Ｚ

ｉ＝１
Ｋｎδ

２
２ｉ （１４）

Φ＝∑
Ｚ

ｉ＝１
ηｉδ
·２
１ｉ＋∑

Ｚ

ｉ＝１
ηｉδ
·２
２ｉ （１５）

式中　ｍｉ———轴的质量或转动惯量

δｉ———轴的平动自由度或者转动自由度
Ｋｎ———钢球在接触法线上的刚度

δ１ｉ、δ２ｉ———第 ｉ个滚动体在接触法向上的变
形量

ηｉ———钢铁的损耗因子，取 ηｉ＝０００５
Ｚ———轴承滚动体数目

根据拉格朗日力学分析原理，可得到系统动力

学方程

ｄ
ｄ (ｔ Ｔδ· )

ｉ

＋Φ
δ
·

ｉ

＋Ｕ
δｉ
＝Ｑｉ　（ｉ＝１，２，…，５）

（１６）
式中　Ｑｉ———系统广义力

将式（９）和（１０）代入式（１６），并表示成矩阵的
形式

Ｍ δ
··

＋Ｃδ
·

＋Ｋδ＝Ｑ （１７）
式中　Ｍ———质量矩阵　　Ｃ———阻尼矩阵

Ｋ———刚度矩阵　　Ｑ———广义力向量
令式（１７）中的 Ｑ＝０，可求解得到系统五阶固

有频率
［１３～１４］

。

考虑轴承预紧力、接触角以及滚动体位置等对

装配体结构固有频率等的影响，对机床中常用 ＮＳＫ
公司生产的 ３种接触角 类 型 的 轴 承 （７０２０Ｃ、
７０２０Ａ５、７０２０Ａ）进行分析计算，角接触球轴承几何
参数如表１所示，预紧力数值如表２所示，计算结果
如图５～７所示。

图５为双列面对面安装的 ７０２０Ａ型轴承在不
同预紧力等级下结构固有频率。从图中可知，随着

预紧力的增大，各阶固有频率均变大，这是由轴承刚

度随着预紧力的增大而增大导致的。

表 １　轴承几何参数

Ｔａｂ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｂｅａｒｉｎｇ

参数 数值

外道系数 ｒｅ ０５１５

内道系数 ｒｉ １５２５

滚动体直径 Ｄｗ／ｍｍ １４２８８

滚动体数目 Ｚ ２０

轴承中径 ｄｍ／ｍｍ １２５２５

接触角 α／（°） １５，２５，３０

表 ２　预紧力

Ｔａｂ．２　Ｖａｌｕｅｏｆｐｒｅｌｏａｄｉｎｇ Ｎ

轴承型号
预紧等级

轻预紧 中预紧 重预紧

７０２０Ｃ ５４０ １２７０ ２５５０

７０２０Ａ５ ８３０ １９６０ ３９２０

７０２０Ａ ８４０ ２７５０ ４３１０
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图 ５　７０２０Ａ型轴承在不同预紧力等级下的

前 ５阶固有频率

Ｆｉｇ．５　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅｏｒｄｅｒｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐｒｅｌｏａｄｉｎｇｓｏｆ７０２０Ａ
　
　　图６为３种双列面对面安装内径相同接触角不
同的角接触球轴承，在同一预紧等级下结构的固有

频率。从图中可知，对于３种不同类型的轴承，绕 Ｘ
轴转动、绕 Ｙ轴转动、沿 Ｘ轴平动和沿 Ｙ轴平动四
阶固有频率的相对变化较小，而沿着 Ｚ轴平动这一
阶固有频率变化相对较大。这是由于在同一预紧等

级下，对于不同接触角的球轴承，其轴向刚度变化

较大。

图 ６　接触角对结构固有频率影响

Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｔａｃｔａｎｇｌｅｓｏｎｎａｔｕｒａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
　
图 ７为 ７０２０Ａ５型轴承在同样的预紧载荷下，

不同位置角处的结构固有频率。从图中可以看

出，位置角对结构的动态性能影响很小，因此可以

利用位置角对称的特点来代替一般条件进行简化

计算。

图 ７　位置角对结构固有频率影响

Ｆｉｇ．７　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔφｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
　

３　实验

通过模态实验获取轴承装配体结构的频率响应

函数（ＦＲＦ），然后分析频响函数计算固有频率及对
应的振型。

实验中采用北京东方振动与噪声测试研究所研

制的模态分析系统。系统由激振系统、测量系统和

分析系统组成。采用 ＭＳＣ １型力锤进行锤击实
验，加速度信号则由 ＩＮＶ９８２４型 ＩＣＰ加速度传感器
获取，采用 ＩＮＶ３０１８Ｇ动态信号分析系统，对模态实
验的输入和输出信号进行采集，经抗混滤波、采样和

模数转换，最后经过 ＦＦＴ运算得到所需要的频响函
数数据。图 ８为 ７０２０Ａ型双列面对面安装结构动
态参数测试现场，实验中采用海绵垫支撑待测结

构
［１５］
。

图 ８　模态实验

Ｆｉｇ．８　Ｍｏｄａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ
１．激励锤　２．三向加速度传感器　３．轴　４．轴承　５．端盖　

６．轴承座　７．海绵垫
　

图 ９　传感器测得的 ＦＲＦ曲线

Ｆｉｇ．９　ＦＲＦａｃｑｕｉｒｅｄｂｙｓｅｎｓｏｒ
　

Ｘ、Ｙ、Ｚ３个方向传感器测得的 ＦＲＦ曲线如图 ９
所示，Ｘ方向传感器测量 Ｘ方向上的平动以及绕 Ｙ
轴的转动，Ｙ方向传感器测量 Ｙ方向上的平动以及
绕 Ｘ轴的转动，Ｚ方向传感器测量轴向振动。由于
结构对称等的特点，绕 Ｘ轴转动固有频率与绕 Ｙ轴
转动固有频率相近，Ｘ方向上的平动固有频率与 Ｙ
方向平动固有频率相相近。

分别对机床中常用的 ３种类型角接触球轴承
（７０２０Ｃ、７０２０Ａ５和７０２０Ａ）面对面装配在 ３种不同
预紧等级条件下进行模态实验，并与理论计算对比，

结果如表３所示。对比结果显示，除了在轻预紧条
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表 ３　前 ５阶固有频率及振型对比

Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｍｏｄｅｓ

轴承

型号

预紧

等级

固有频率／Ｈｚ

实验值 计算值

误差

／％
振型

２８８２７ ２３５５７ ２２４ Ｘ轴转动

２９２３４ ２４２１３ ２０７ Ｙ轴转动

轻预紧 ５４０９９ ４５４０９ １９１ Ｚ方向平动

１３６７７０ １１７５４８ １６４ Ｘ方向平动

１３６９３０ １２２５９６ １１７ Ｙ方向平动

３２７３２ ３０５２９ ７２ Ｘ轴转动

３３１９０ ３５０９６ ５４ Ｙ轴转动

７０２０Ｃ 中预紧 ６４８５４ ６９９５２ ７３ Ｚ方向平动

１５６４３０ １３８４６２ １３０ Ｘ方向平动

１５６６３０ １３９９０４ １２０ Ｙ方向平动

３６０７９ ３２６１４ １０６ Ｘ轴转动

３６５７９ ３４８６９ ４９ Ｙ轴转动

重预紧 ７６１５９ ８０６３７ ５６ Ｚ方向平动

１７４０３０ １６１７８９ ７６ Ｘ方向平动

１７４２７０ １６４６６３ ５８ Ｙ方向平动

２２７５１ ２２１１５ ２９ Ｘ轴转动

２３０３８ ２２８３６ ０９ Ｙ轴转动

轻预紧 ７３７６７ ６４４２３ １４５ Ｚ方向平动

１２０１３０ １０２４４８ １７３ Ｘ方向平动

１２０４５０ １０２５７６ １７４ Ｙ方向平动

２９１５８ ２５５１９ １２５ Ｘ轴转动

２９５２１ ２６０４４ １１８ Ｙ轴转动

７０２０Ａ５ 中预紧 ９８３９１ ９８７９８ ０４ Ｚ方向平动

１５５７１０ １５８６５４ １９ Ｘ方向平动

１５６１４０ １６０５７８ ２８ Ｙ方向平动

３２２４２ ３００４８ ７３ Ｘ轴转动

３２６３９ ３０２８８ ７８ Ｙ轴转动

重预紧 １１２４３０ １１００９６ ２１ Ｚ方向平动

１７３８５０ １６４４２３ ５７ Ｘ方向平动

１７４３６０ １６９９５２ ２６ Ｙ方向平动

２２９３４ ２１５２８ ６５ Ｘ轴转动

２３１９９ ２２１４３ ４８ Ｙ轴转动

轻预紧 ９５９９１ ７８３６５ ２２５ Ｚ方向平动

１３１４００ １１４４２３ １４８ Ｘ方向平动

１３１８８０ １２４７５９ ５７ Ｙ方向平动

２７５４８ ２５７８１ ６９ Ｘ轴转动

２７８６３ ２４９６５ １１６ Ｙ轴转动

７０２０Ａ 中预紧 １１８６６０ １０４３７３ １２１ Ｚ方向平动

１５９５３０ １４２１９３ １２２ Ｘ方向平动

１６０１３０ １４１７１９ １３０ Ｙ方向平动

２９４２８ ２７３４４ ７６ Ｘ轴转动

２９７６２ ２８５９４ ４１ Ｙ轴转动

重预紧 １２９０００ １１８７５０ ７９ Ｚ方向平动

１７１５５０ １７３９０６ １４ Ｘ方向平动

１７２２１０ １７８４３７ ３５ Ｙ方向平动

件下，由于滚动体与滚道接触不充分导致较大的误

差以外，其他条件下，理论计算值与实验测得值相对

误差在１５％以内。误差产生的原因主要有：①计算
中并未考虑高阶振动对低阶振动的影响。②由于计
算时只考虑了钢球与滚道之间的接触关系，并未考

虑轴承与端盖和轴承座之间的接触。③对轴承结构
计算的线性化处理也是产生误差的重要因素之一。

４　结论

（１）采用坐标变换的方法分析双列角接触球轴
承接触变形关系，该方法使得变形分析更为简洁和

精确，能更为简便的计算各滚动体在受力状况下的

弹性变形量。

（２）结合赫兹接触理论与拉格朗日力学分析原
理建立了轴承装配体的 ５自由度动力学方程，该方
程考虑了结构阻尼的影响，更符合实际边界条件。

（３）理论分析与实验结果对比表明，建立的 ５
自由度动力学方程具有较高的精度，误差大部分在

１５％以内，满足工程计算的需要。
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