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基于分形理论的结合面静摩擦因数改进模型

兰国生１　张学良１　丁红钦１　温淑花１　张宗阳１　卢青波１，２

（１．太原科技大学机械工程学院，太原 ０３００２４；２．郑州职业技术学院电气电子工程系，郑州 ４５０１２１）

　　【摘要】　从理论上提出了一种基于分形理论的结合面静摩擦因数改进模型，表示出结合面静摩擦因数与无量

纲法向总载荷之间非线性隐函数关系。仿真结果表明，静摩擦因数 ｆ随着法向总载荷 Ｐ和材料特性参数 φ的增加

而增加，随分形特征尺度参数 Ｇ的增加而减小，静摩擦因数 ｆ与法向总载荷 Ｐ呈微凸弧非线性关系；分形维数 Ｄ

在 １１～１４范围内，静摩擦因数 ｆ随着 Ｄ的增加而增加，在 １５～１９范围内，静摩擦因数 ｆ随着 Ｄ的增加而减小；

研究表明该模型可以用于进行结合面静摩擦因数的预测。
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　　引言

通常把机械结构中零件、组件、部件之间相

互接触的表面称为机械结合面
［１］
。在机械结构

中，研究和预测结合面摩擦是非常重要的，因此

关于结合面静摩擦因数的研究具有十分重要的

意义。长期以来，人们一直在进行结合面静摩擦

因数的研究，Ｃｈａｎｇ［２］等基于经典的 ＧＷ 模型［３］

考虑了粘着力的影响，推导了金属表面间静摩擦

因数的计算模型；尤晋闽
［４］
等提出基于弹性、弹

塑性和塑性变形机制下的静摩擦因数统计模型；

盛选禹
［５］
等基于 ＭＢ分形理论［６］

对静摩擦因数

给出了预测；田红亮
［７］
等基于改进的尺寸分布函

数，研究 建立 了结合面 静 摩 擦 因 数 的 分 形 模

型。　　　
本文通过引用文献［８］中结合面微凸体法向载

荷模型，结合微凸体切向载荷模型及改进后的微凸

体尺寸分布函数，提出一种基于分形理论的结合面

静摩擦因数改进模型，并通过数字仿真揭示各相关

参数对其的影响规律。



１　结合面接触载荷计算模型

１１　结合面建模
结合面实质上是由两个粗糙表面组成的，可以

将其简化为一个粗糙表面与一个刚性平面的接触问

题，微凸体和刚性表面接触示意图如图 １所示。因
此可以形象化地把表面的接触看作是微凸体的接

触，当表面受到挤压，微凸体将发生弹性或者塑性变

形。

图 １　微凸体与刚性平面接触示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａｍｉｃｒｏｃｏｎｔａｃｔｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｂｅｔｗｅｅｎ
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结合面的复合弹性模量可以表示为

１
Ｅ
＝
１－ν２１
Ｅ１

＋
１－ν２２
Ｅ２

式中　Ｅ———两接触材料的复合弹性模量
Ｅ１、Ｅ２———两接触材料的弹性模量
ν１、ν２———两接触材料的泊松比

模型中假定结合面微凸体变形发生在球体微凸

体表面上，同时微凸体之间相互作用可以忽略不计。

基于这些假设，结合面微凸体的平均压力、真实接触

面积、总的接触负载和总的真实接触面积可以通过

系列计算获得。

对于微凸体发生弹性和塑性变形的情况，结合

面法向载荷 Ｆ、圆形接触面积 ａ和截断面积 ａ′可以
表示为

［８］

Ｆｅ＝
２
９－２Ｄ
２

３π
３－Ｄ
２

（ｌｎγ）
１
２ＧＤ－１Ｅａ′

３－Ｄ
２ （１）

ａｅ＝
ａ′
２

（２）

Ｆｐ＝ＫＹａ′ （３）
ａｐ＝ａ′ （４）

式中下标 ｅ和 ｐ分别表示发生弹性变形和塑性变
形。Ｄ为轮廓分形维数，γ为大于 １的常数，对于服
从正态分布的随机表面，γ＝１５较符合高频谱密度
和相位随机情况。Ｋ为较软材料的硬度Ｈ与其屈服
强度 Ｙ的比值，Ｋ通常取为 ２８。临界截断面积 ａ′ｃ
用以划分弹性变形和塑性变形，可表达为

［８］

ａ′ｃ [＝ ２７－２ＤπＤ－１ｂ－１Ｇ２Ｄ (－２ Ｅ )ＫＹ

２

ｌｎ ]γ
１
Ｄ－１

（５）

其中 ｂ (＝ πｑ)２
２

　ｑ＝０４５４＋０４１ν１

在机械结合面分形表面分析中，微凸体的弹性变

形和塑性变形两种变形阶段要同时考虑。在ａ′≤ａ′ｃ和
ａ′＞ａ′ｃ时，微凸体分别发生塑性变形和弹性变形。

为了能够更准确地得到最大接触点的实际接触

面积 ａｌ与粗糙表面的真实接触面积 Ａｒ之比，Ｗａｎｇ

和 Ｋｏｍｖｏｐｏｕｌｏｓ［９～１０］引入了微接触大小分布的域扩
展因子 ψ，微接触截面积分布函数为

ｎ（ａ′）＝Ｄ
２ψ

２－Ｄ
２ ａ′

Ｄ
２

ｌ ａ′
－Ｄ＋２２ 　（０＜ａ′≤ａ′ｌ） （６）

式中　ａ′ｌ———最大的微接触截面积
通过二分法得到 ψ的值，即

ψ
２－Ｄ
２ (－ １＋ψ－

Ｄ )２
－２－ＤＤ

２－Ｄ
Ｄ

＝１　（ψ＞１）

结合面总的负载 Ｆ和真实接触面面积 Ａｒ可通

过积分得到
［１１］
，即

Ｆ＝∫
ａ′ｃ

ａ′ｓ

Ｆｐ（ａ′）ｎ（ａ′）ｄａ′＋∫
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ａ′ｃ
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ｎ（ａ′）ａ′ｄａ′＋１
２∫
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ｎ（ａ′）ａ′ｄａ′ （８）

式中　ａ′ｓ———微接触最小截断面积
１２　结合面接触载荷计算模型

微凸体变形 δ由 Ｗ Ｍ分形函数［１１］
决定，取决

于余弦函数的波峰和波谷的幅值，可得
［８］

δ＝２ＧＤ－１（ｌｎγ）
１
２（２ｒ′）２－Ｄ （９）

微凸体曲率半径 Ｒ可表示为 Ｒ２＝（Ｒ－δ）２＋ｒ′２，根
据变形后微凸体的几何形状，考虑到 Ｒδ，则有
ｒ′２＝２Ｒδ，同时微凸体截断面积 ａ′＝πｒ′２，将其代入
式（９），则有［８］

Ｒ＝ ａ′
Ｄ
２

２４－Ｄπ
Ｄ
２ＧＤ－１（ｌｎγ）

１
２

（１０）

根据 Ｈｅｒｔｚ理论，法向弹性力 Ｐｅ在结合面中表
示为

Ｐｅ（δ）＝
４Ｅｒ３

３Ｒ
（１１）
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其中 ｒ为真实接触面积的半径，通过 ａ＝πｒ２得到，
对于圆形的弹性结合面，ａ′＝２ａ。

因此
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４
３
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１
２ａ′

３－Ｄ
２ （１２）

根据 ａ′＝２ａ，ａ′ｌ＝２ａｌ及 ａ′ｃ＝２ａｃ，当 Ｄ≠１５时，有
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（１３）
当 Ｄ＝１５时，有
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１
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结合面法向总载荷 Ｐ与结合面真实接触面积
之间的关系为
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当１＜Ｄ＜２，Ｄ≠１５时
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当 Ｄ＝１５时
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将式（１６）和（１７）无量纲化，当 Ｄ≠１５时，有
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当 Ｄ＝１５时，有
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其中 Ａｒ ＝
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２　改进的结合面静摩擦因数分形模型

２１　结合面微凸体切向载荷计算模型

结合面单个微凸体承受的切向载荷
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将式（１３）、（１４）代入式（２１）中，当 Ｄ≠１５时，有
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２－Ｄ
２φ
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ａｌ
ａｃ

（２３）

结合面切向总载荷 Ｑ的无量纲形式为
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２２　改进的静摩擦因数分形模型
由式（２１）、（１８）、（１９）及式（２４）可得结合面静摩擦因数
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图 ２　Ｄ和 Ｐ对 ｆ的影响曲线 （Ｋ＝２８，φ＝１０，Ｇ ＝１０×１０－１０）

Ｆｉｇ．２　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆＤａｎｄＰ ｏｎｆ（Ｋ＝２８，φ＝１０，Ｇ ＝１０×１０－１０）
　

　　由上述推导得到的改进后的静摩擦因数分形模
型不同于文献［５，７］中的结合面静摩擦因数模型。

３　改进模型仿真

由式（２５）可知，给定一固定的无量纲真实接触

面积 Ａｒ，便可计算得到无量纲法向总载荷 Ｐ
和静

摩擦因数 ｆ。根据文献［５］，给定 φ分别为 １０、０１
和００１，Ｇ分别为１０－９、１０－１０和１０－１１，Ｄ分别取１１～
１９，得仿真计算结果如图２～４所示。

由仿真计算结果可见：
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图 ３　Ｇ对 ｆ的影响曲线（Ｋ＝２８，φ＝１０）

Ｆｉｇ．３　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆＧ ｏｎｆ（Ｋ＝２８，φ＝１０）
　

图４　φ对 ｆ的影响曲线（Ｋ＝２８，Ｇ ＝１０×１０－１０，Ｄ＝１７）

Ｆｉｇ．４　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆφｏｎｆ
　

（１）由图２可知，结合面静摩擦因数随着无量
纲法向总载荷 Ｐ的增大而增大，这与文献［５，７］的
结论一致，与文献［２，４］中结论不同；静摩擦因数与
法向总载荷呈微凸弧非线性关系，这与文献［７］分
析结果差异很大。

（２）当 φ＝１０时，在 １１＜Ｄ＜１４范围内，结
合面静摩擦因数随着分形维数 Ｄ的增大而增大；在
　　

１５＜Ｄ＜１９范围内，结合面静摩擦因数随着分形
维数 Ｄ的增大而减小；这与文献［５，７］中有关结论
稍有不同。

（３）结合面静摩擦因数随着结合面无量纲分形
特征长度尺度参数Ｇ的增大而减小，随着材料特性
φ的增大而增大，如图 ３、４所示，这与文献［５，７］的
结论一致。

４　结论

（１）提出一种改进的结合面静摩擦因数分形模
型，研究表明该模型可以用于进行结合面静摩擦因

数的预测。

（２）表示出了结合面静摩擦因数 ｆ与无量纲法
向总载荷 Ｐ之间的非线性隐函数关系。

（３）结合面静摩擦因数与法向总载荷呈微凸弧
非线性关系，且随着法向总载荷的增大而增大，随着

分形特征长度尺度参数的增大而减小，随着材料特

性的增大而增大，而随着分形维数的变化情况则比

较复杂。
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