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Ｄｅｌｔａ并联机器人弹性动力学研究

韩亚锋　马履中　吴伟光　陈修祥
（江苏大学机械工程学院，镇江 ２１２０１３）

　　【摘要】　采用有限元理论建立 Ｄｅｌｔａ并联机器人柔性构件的运动微分方程，结合机构的运动特点，规定了结点

位移的方向，得到机构系统的动力学模型。将机构的真实运动看作名义运动与弹性振动的叠加，同时将动平台的

位置和方向误差看作名义运动的摄动，得出动平台位形误差与结点位移的关系方程。在实例中，综合考虑重力、惯

性力及阻尼共同作用下的动力响应，得到机构模态频率在工作空间的特性，对动平台的 ６维误差进行了全面评估。
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　　引言

高速精密和轻型化是机器人技术发展的方向，

然而轻型化增加了构件的柔度，高速增大了构件的

惯性激振力，使构件弹性变形增大，导致机构真实运

动与期望运动之间产生误差，严重影响了机构的工

作精度。为了设计高精度并联机构，就必须考虑机

构运动过程对其动力学性能的影响，得出动态误差

的变化规律。国内外许多学者对多种构型的并联机

构进行了弹性动力学分析
［１～４］

，基于动力学性能实

现了机构的优化设计，得到期望的模态频率特性和

阻尼特性
［５～８］

，对应用于精密作业的并联机构，还采

用了振动控制技术，有效地抑制了机构的弹性振

动
［９～１３］

。本文采用有限元理论建立 Ｄｅｌｔａ并联机器
人弹性振动的动力学模型，研究弹性振动引起的动

平台平动误差和方向误差，对机构的 ６维误差进行
全面评估。

１　杆单元弹性振动有限元模型

Ｄｅｌｔａ型并联机器人由上面的动平台 Ｃ１Ｃ２Ｃ３和

下面的基础平台 Ａ１Ａ２Ａ３构成，如图 １所示。上、下
平台都是等边三角形，它们之间以 ３条完全相同的



支链连接，每一个支链与基础平台用转动副连接用

作机构的输入，每条支链都由一定长杆和一个平行

四边形机构组成，这３处转动副轴线相互平行，消除
了运动平台的３个转动自由度而保留了３个纯粹平
动自由度。

图 １　Ｄｅｌｔａ型并联机构运动简图

Ｆｉｇ．１　ＫｉｎｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＤｅｌｔａｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
将机构基础平台及动平台看作刚体，其余构件

都处理成柔性杆单元，各杆都作平面运动，其动力学

性质是同时承受轴向和纵向激振力作纵向和横向振

动，在线性弹性范围内，两种振动之间是不耦合的。

在单元上固连局部坐标系，左、右两端的结点编

号分别用 ｉ和 ｊ表示，在纵向振动和横向振动同时存
在的情况下，每个节点的位移有纵向位移 ｕ、横向位
移 ｖ和转角 θ，如图２所示，用矩阵表示单元位移

ｑ（ｅ）＝［ｕｉ　ｖｉ　θｉ　ｕｊ　ｖｊ　θｊ］
Ｔ

图 ２　单元位移及广义力
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单元任意截面的纵向位移 ｕ（ｘ，ｔ）和横向位移

ｖ（ｘ，ｔ）可利用其节点位移进行插值得到

ｕ（ｘ，ｔ）＝Ｎｉｕ（ｘ）ｕｉ（ｔ）＋Ｎｊｕ（ｘ）ｕｊ（ｔ）

ｖ（ｘ，ｔ）＝Ｎｉｖ（ｘ）ｖｉ（ｔ）＋Ｎｉθ（ｘ）θｉ（ｔ）＋

　　Ｎｊｖ（ｘ）ｖｊ（ｔ）＋Ｎｊθ（ｘ）θｊ（ｔ
{

）

式中　ｔ———时间　　Ｎ（ｘ）———差值型函数
每个轴向位移的插值函数只有两个边界条件，

只能取成 ｘ的线性函数，横向位移的插值函数都有
４个边界条件，所以取成 ｘ的３次多项式。

梁单元的应变能为

Ｕ＝１
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式中　Ｅ———材料弹性模量
Ａ（ｘ）———梁单元截面面积函数
Ｊ（ｘ）———梁单元截面惯性矩函数
ｌ———杆单元长度

式（１）右边前两项分别表示弯曲和拉、压应变
能，第３项是考虑横向位移引起的拉、压应变能。有
限元法在推导单元运动方程时忽略了横向位移引起

的拉、压应变能，将

ｕ′（ｘ，ｔ）＝∑
２

ｉ＝１
Ｎ′ｉｕ（ｘ）ｕｉ（ｔ）

ｖ′（ｘ，ｔ）＝∑
４

ｊ＝１
Ｎ′ｊｖ（ｘ）ｖｊ（ｔ）

代入式（１），Ｕ是单元广义坐标的二次函数，代入拉
格朗日方程并对广义坐标求导后，所得的单元运动

方程是关于广义坐标的线性方程组

ｍ（ｅ）ｑ··（ｅ）＋ｃ（ｅ）ｑ·（ｅ）＋ｋ（ｅ）ｑ（ｅ）＝ｆ（ｅ）＋ｇ（ｅ） （２）

其中 ｆ（ｅ）＝［ｆｉｕ　ｆｉｖ　Ｍｉ　ｆｊｕ　ｆｊｖ　Ｍｊ］
Ｔ

式中　ｍ（ｅ）、ｃ（ｅ）、ｋ（ｅ）———单元质量矩阵、单元阻尼

矩阵和单元刚度矩阵

ｆ（ｅ）———相邻单元之间作用力

ｇ（ｅ）———对应于各广义坐标的激振力

因而纵向和横向振动可以简单叠加。假如考虑

由梁的横向位移引起的拉压应变，式（２）中第 ３项
则是广义坐标的三次和四次函数，代入拉格朗日方

程并对广义坐标求导后，所得的运动方程中，将会出

现含有广义坐标的二次和三次项，单元运动方程变

成广义坐标的非线性方程组。为了简化，通常只考

虑变形能中起主导作用的前两项。

ｆ（ｅ）对于结构系统来说是内力，所以在系统运动

方程中不出现。各单元都受到重力和惯性力的作

用，除此以外，输入杆在与基础平台连接的结点处，

作用有约束反力和驱动力矩，从动连杆在与动平台

连接的结点处，受到动平台的反作用力，对系统来说

它们都是外力。对任意力 ｇ（ｘ，ｔ），它引起各广义坐
标的激振力为

ｇ（ｅ）γｕ ＝∫
ｌ

０
Ｎγｕ（ｘ）ｇｘ（ｘ，ｔ）ｄｘ

ｇ（ｅ）γｖ ＝∫
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２　机构系统运动微分方程

图 ３　结点位移与

系统广义坐标

Ｆｉｇ．３　Ｎｏｄａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ａｎｄｓｙｓｔｅｍｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

系统广义坐标可以按

下面的原则设置，如图 ３
所示，假定基础平台是刚

性的，因而与基础平台连

接的结点 Ａｒ上只有转角
位移 θｉ，相邻单元在以转
动副连接的结点 Ｂｒ上，具
有相同的纵向位移和横向

位移，但两个单元分属不

同的构件，因而具有不同

的转角 θ（２）ｉ 、θ
（１）
ｊ 。在与动

平台连接的结点 Ｃｒ上，具

有纵向位移 ｕ（２）ｊ 、横向位

移 ｖ（２）ｊ 和转角 θ（２）ｊ 。
在单元的运动方程式中，其结点位移是定义在

局部坐标系上的，对于不同单元共有的结点，它在各

单元的位移方向具有不同的定义，在将单元运动方

程合成系统的运动方程时，就要给每个结点的位移

进行统一定义。结点 Ｂｒ处的 ２个线位移方向分别
规定为沿杆 ＡｒＢｒ轴线及杆轴线的垂直方向，忽略转
动关节的变形，则平行四边形的两侧构件的端点分

别与 Ｂｒ和 Ｃｒ的位移相同，结点 Ｃｒ处的 ２个线位移
分别规定为 ｚ坐标方向和支链运动平面 ＡｒＢｒＣｒ与动
平台平面交线方向。

对于杆单元 ＡｒＢｒ，结点在单元坐标系的位移

ｕ（１）ｊ 、ｖ
（１）
ｊ 与规定的方向一致，不需要坐标变换；而对

于平行于 ＢｒＣｒ的杆单元，结点 Ｂｒ、Ｃｒ在单元坐标系

的位移ｕ（２）ｉ 、ｖ
（２）
ｉ 及ｕ（２）ｊ 、ｖ

（２）
ｊ 与规定的位移方向不一

致，需要将其变化到规定的方向

ｑ（ｅ）＝Ｒｒｑ （３）
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Ｔ
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式中　ｑ（ｅ）———单元位移列阵
ｑ———系统规定的单元位移列阵
Ｒｒ———分支 ｒ相应的变化矩阵

１ｒ、２ｒ———关节 Ａｒ和 Ｂｒ的转角

αｒ———ＢｒＣｒ与 ｚ轴正向的夹角
将式（３）对时间求导，由于机构弹性分析采用

瞬时结构，求导时，将变换矩阵看作常数矩阵

ｑ·（ｅ）＝Ｒｒｑ
·

ｑ··（ｅ）＝Ｒｒｑ{ ··
（４）

将式（４）代入式（２）并左乘 ＲＴｒ得

ｍｑ··＋ｃｑ· ＋ｋｑ＝ｆ＋ｇ

其中 ｍ＝ＲＴｒｍ
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ｒｆ
（ｅ）　ｇ＝ＲＴｒｇ

（ｅ）

式中　ｍ、ｃ、ｋ———单元的当量质量矩阵、当量阻尼
矩阵和当量刚度矩阵

机构每个分支有 ８个广义坐标，为了建立系统
运动方程，将系统全部位移统一编号

ｘ＝｛ｑ１，ｑ２，…，ｑ２２｝
Ｔ

将单元运动方程装配成统一编号下的系统运动

微分方程

Ｍｘ··＋Ｃｘ· ＋Ｋｘ＝Ｇ （５）
式中　Ｍ、Ｃ、Ｋ———系统质量矩阵、系统阻尼矩阵和

系统刚度矩阵

Ｇ———系统广义力列向量

３　机构运动误差分析

与刚性机构的名义运动相比，弹性振动引起的

位移很小，因而机构的真实运动可以看作是名义运

动和弹性振动的叠加，对于结点 Ｃｒ有
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







１

＋

Δｘｃｒ
Δｙｃｒ
Δｚｃｒ













０

＝

ｘ＋ｘ″ｃｒ
ｙ＋ｙ″ｃｒ
ｚ＋ｚ″ｃｒ













１

＋

Δｘｃｒ
Δｙｃｒ
Δｃｃｒ













０

（６）

式中　ｘ′ｃｒ、ｙ′ｃｒ、ｚ′ｃｒ———机构真实运动下结点 Ｃｒ在参
考系中的坐标

ｘｃｒ、ｙｃｒ、ｚｃｒ———机构名义运动下结点 Ｃｒ在参
考系中的坐标

Δｘｃｒ、Δｙｃｒ、Δｚｃｒ———结点Ｃｒ的弹性振动位移

ｘ″ｃｒ、ｙ″ｃｒ、ｚ″ｃｒ———Ｃｒ在动坐标系中的坐标
另一方面，机构振动引起动平台中心产生 ｘ、ｙ、

ｚ轴方向位置误差 Δｘ、Δｙ、Δｚ及绕 ｘ、ｙ、ｚ轴的转角
误差 εｘ、εｙ、εｚ，即认为将动平台中心平移 Δｘ、Δｙ、

Δｚ，再依次绕 ｘ、ｙ、ｚ轴旋转 εｘ、εｙ、εｚ。

ｘ′ｃｒ
ｙ′ｃｒ
ｚ′ｃｒ













１

＝

１ ０ ０ ｘ＋Δｘ
０ １ ０ ｙ＋Δｙ
０ ０ １ ｚ＋Δｚ













０ ０ ０ １

１ ０ ０ ０
０ １ －εｘ ０

０ εｘ １ ０













０ ０ ０ １

·
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１ ０ εｙ ０

０ １ ０ ０
－εｙ ０ １ ０













０ ０ ０ １

１ －εｚ ０ ０

εｚ １ ０ ０

０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

ｘ″ｃｒ
ｙ″ｃｒ
ｚ″ｃｒ













１

＝

１ －εｚ εｙ ｘ＋Δｘ

εｚ １ －εｘ ｙ＋Δｙ

－εｙ εｘ １ ｚ＋Δｚ













０ ０ ０ １

ｘ″ｃｒ
ｙ″ｃｒ
ｚ″ｃｒ













１

（７）

式（７）忽略了高阶小量 εｘεｙ、εｘεｚ、εｙεｚ、εｘεｙεｚ，
由式（７）减去式（６）得动平台位姿与结点 Ｃｒ位移的
关系式为

－εｚｙ″ｃｒ＋εｙｚ″ｃｒ＋Δｘ＝Δｘｃｒ
εｚｘ″ｃｒ－εｘｚ″ｃｒ＋Δｙ＝Δｙｃｒ
εｘｙ″ｃｒ－εｙｘ″ｃｒ＋Δｚ＝Δｚ

{
ｃｒ

　 （ｒ＝１，２，３） （８）

对系统进行动力响应分析，可以得到结点 Ｃｒ的

弹性位移 ｕ（ｒ）ｚ 和 ｕ
（ｒ）
ｘｙ，将 Δｚｃｒ＝ｕ

（ｒ）
ｚ 代入式（８）中的

第３式，得关于 εｘ、εｙ和 Δｚ的线性代数方程，可求
得 εｘ、εｙ和 Δｚ，代入式（８）前两式，进行平方和，并

代入关系 Δｘ２ｃｒ＋Δｙ
２
ｃｒ＝ｕ

（ｒ）２
ｘｙ 得

Ｒ０ε
２
ｚ＋Δｘ

２＋Δｙ２－２ｙ″ｃｒεｚΔｘ＋２ｘ″ｃｒεｚΔｙ－
２（εｙｙ″ｃｒ＋εｘｘ″ｃｒ）εｚ＋２εｙｚ″ｃｒΔｘ－２εｘｚ″ｃｒΔｙ＝

ｕ（ｒ）２ｘｙ －（ε
２
ｙｚ″ｃｒ

２＋ε２ｘｚ″ｃｒ
２
）　（ｒ＝１，２，３） （９）

解式（９）即可求得动平台位置误差 Δｘ、Δｙ及转角误
差 εｚ。

为了得到系统式（５）的动力响应，引入正则坐
标 ｘＮ

ｘ＝ＡＮｘＮ （１０）

代入式（３），并左乘正则振型矩阵 ＡＴＮ，可得正则坐
标下的强迫振动方程

ＭＮｘ
··

Ｎ＋ＣＮｘ
·

Ｎ＋ＫＮｘＮ＝ＧＮ （１１）

其中 ＭＮ＝Ａ
Ｔ
ＮＭＡＮ＝Ｉ　ＣＮ＝Ａ

Ｔ
ＮＣＡＮ

ＫＮ＝Ａ
Ｔ
ＮＫＡＮ　ＧＮ＝Ａ

Ｔ
ＮＧ

式中　ＭＮ、ＣＮ、ＫＮ———正则坐标下的质量矩阵、阻
尼矩阵和刚度矩阵

ＧＮ———正则坐标下的激振力矢量
由于原坐标中的阻尼矩阵 Ｃ恰好与质量矩阵

Ｍ呈正比，所以，ＣＮ也为对角矩阵，故式（１１）是一
组相互独立的二阶线性微分方程式，整理成

ｘ··Ｎｋ＋２ζｋｐｋｘＮｋ＋ｐ
２
ｋｘＮｋ＝ＧＮｋ　（ｋ＝１，２，…，ｎ）

（１２）

其中 ζｋ＝ｎｋ／ｐｋ　ｎｋ＝
１
２
ｃＮｋｋ

式中　ｐｋ———系统第 ｋ阶固有频率
ｃＮｋｋ———阻尼矩阵 ＣＮ对角线上的元素
ζｋ———第 ｒ阶正则振型的相对阻尼系数

由于微分方程式（１２）中的系数 ζｋ、ｐｋ及 ＧＮｋ都
是时间 ｔ的极其复杂的函数，因而应按时间分段计
算，在每一微小时间间隔，这些系数都看作常数，每

个时段都从零开始计时，则有

ｘＮｋ（ｔ）＝ｅ
－ζｋｐｋ [ｔ １ｐ′ｋ（ｘ

·

Ｎｋ０＋ζｒｐｋｘＮｋ０）ｓｉｎｐ′ｋｔ＋

ｘＮｋ０ｃｏｓｐ′ｋｔ＋
１
ｐ′ｋ∫

Ｔ

０
ＧＮｋｅ

ζｋｐｋτｓｉｎｐ′ｋ（ｔ－τ）ｄ ]τ
其中　ｐ′ｋ＝ ｐ２ｋ－ｎ

２

槡 ｋ　ｘＮ０＝ＡＮＭｘ０　ｘ
·

Ｎ０＝ＡＮＭｘ
·

０

式中　ｘＮｋ０、ｘ
·

Ｎｋ０———正则坐标及速度的初始值，可

由系统广义坐标及速度的初始

值 ｘｋ０、ｘ
·

ｋ０求出

４　应用实例

给定机构结构参数：基础平台外接圆半径 Ｒ＝
１０４ｍ，动平台外接圆半径 Ｒ０＝０４ｍ，输入杆长度
ｌ１＝０７５ｍ，等效杆长度 ｌ２＝０５８ｍ，杆 ＡｒＢｒ及平行
四边形结构的两侧杆均为矩形截面，其宽度为ｂ１＝
４５ｍｍ，ｂ２＝３０ｍｍ，高度尺寸为 ｈ１＝ｈ２＝６０ｍｍ。构
件材料的物理参数：密度 ρ＝７８００ｋｇ／ｍ３，弹性模量
Ｅ＝２００ＧＰａ。

机构工作空间为 ３个分支子空间圆环面的交
集，３环中心线交于一点 Ｇ（０，０，０９６），其工作空间
内最大内切球体，中心也位于该点，半径为等效杆长

度 ｌ２。以动平台在水平面和铅垂面的圆周运动分析
机构的动力学性能分别为

ｘ＝０２４ｃｏｓ１２ｔ
ｙ＝０２４ｓｉｎ１２ｔ
ｚ{ ＝０９６
ｘ＝０
ｙ＝０２４ｓｉｎ１２ｔ
ｚ＝０２４ｃｏｓ１２ｔ{ ＋０９６

机构低阶振动特性对其动力学性能的影响占有

主导地位，在所给运动条件下，机构前６阶模态频率
变化规律如图 ４、５所示。结果显示，动平台在水平
面运动时模态频率变化幅度小，且当动平台中心运

动到与 ｘ轴呈 ６０°角的整数倍时，机构系统的有多
组相等的模态频率，对应的主振型具有多样性。当

动平台在铅垂面运动时，各节模态频率随机构位姿

变化幅度大，在工作空间的下半部模态频率最小，机

构动刚度最低。

图６和图 ７为动平台的位置和方向误差，由图
可见动平台在水平面内运动时，主要是绕 ｚ轴转动
误差和沿 ｘ、ｙ平动误差，且各种误差变化范围小，当
动平台在铅垂面运动时，动平台的位置和方向误差

明显比水平面运动时大得多，尤其在工作空间的底

部，各种误差达到峰值。
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图 ４　动平台在水平面运动时模态频率的变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆｍｏｄａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇ

ｐｌａｔｆｏｒｍｏｆｍｏｖｅｍｅｎｔｏｎｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｐｌａｎｅ
（ａ）１～３阶模态频率　（ｂ）４～６阶模态频率

　

图 ５　动平台在铅垂面运动时模态频率的变化曲线

Ｆｉｇ．５　Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆｍｏｄａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇ

ｐｌａｔｆｏｒｍｏｆｍｏｖｅｍｅｎｔｏｎｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｐｌａｎｅ
（ａ）１～３阶模态频率　（ｂ）４～６阶模态频率

　

图 ６　动平台在水平面运动时的位置和方向误差

Ｆｉｇ．６　Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｄｉｒｅｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｏｎｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｐｌａｎｅ
（ａ）绕 ｘ轴转角误差　（ｂ）绕 ｙ轴转角误差　（ｃ）绕 ｚ轴转角误差

（ｄ）ｘ坐标方向位置误差　（ｅ）ｙ坐标方向位置误差　（ｆ）ｚ坐标方向位置误差
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图 ７　动平台在铅垂面运动时的位置和方向误差

Ｆｉｇ．７　Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｄｉｒｅｃｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｏｎｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｐｌａｎｅ
（ａ）绕 ｘ轴转角误差　（ｂ）绕 ｙ轴转角误差　（ｃ）绕 ｚ轴转角误差　

（ｄ）ｘ坐标方向位置误差　（ｅ）ｙ坐标方向位置误差　（ｆ）ｚ坐标方向位置误差
　

５　结束语

利用有限元方法建立了 Ｄｅｌｔａ型并联机器人弹
性动力学模型，基于机构逆向运动学，研究了机构的

动态响应。结果表明，构件的弹性变形对机构工作

精度的影响是一项不可低估的因素。机构在其工作

空间的上半部具有较好的动力学性能，而在工作空

间的最下方附近的区域，动力学性能最差，在实际应

用中，应注意避免使用这部分工作空间。对于轨迹

精度要求较高的作业要求，有必要采用振动控制技

术，以抑制机构的弹性振动。
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