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基于内积运算与迭代算法的密集模态阻尼识别

赵晓丹　张中业　骆　英
（江苏大学汽车与交通工程学院，镇江 ２１２０１３）

　　【摘要】　密集模态存在模态干涉，导致阻尼识别困难，提出内积运算与迭代算法相结合诊断阻尼比。首先，运

用频谱细化的傅里叶变换（ＦＦＴＦＴ），得频谱峰值最大对应的共振频率；然后，构造指数函数，与响应信号作内积运

算，根据柯西 施瓦茨不等式定理，当内积模取得极大值时，可优化搜索到衰减系数，得出幅值及相位。由此获得某

一模态信号的估计，从总响应信号中减去估计信号。重复上述诊断步骤，形成迭代，消除模态干涉。通过算例和试

验验证了该方法的有效性，识别结果准确。
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　　引言

阻尼在机械振动、噪声控制和结构模态等工程

领域有重要作用，受测量方法、实验参数和噪声干扰

的影响，阻尼诊断误差较大，提高阻尼比识别精度一

直是学者追求的目标
［１］
。半功率带宽法

［２］
是最常

用的方法，但受限于离散傅里叶变换的频率分辨率，

不能识别小阻尼；半功率带宽改进法
［３］
通过频谱细

化来提高分辨率，但是存在截断误差，小阻尼的识别

误差仍然较大。文献［４］提出基于内积模极值诊断
小阻尼，具有新颖性，与半功率带宽方法相反，该方

法识别小阻尼精度高；但是在阻尼增加时，负频率项

的影响增大，诊断精度降低。

密集模态的产生取决于两个因素：一是模态之



间固有频率接近；二是阻尼比较大。反映到频域，表

现为谱峰的相互叠加。近年来，加逆衰减窗
［５］
、小

波变换
［６～８］

和 ＨｉｌｂｅｒｔＨｕａｎｇ变换［９］
等方法应用于

密集模态的阻尼识别。加逆衰减窗以各个模态衰减

系数相差不大为前提条件。直接利用小波变换识别

密集模态，存在因模态混叠导致模态参数识别不准

确的问题
［５］
。ＨｉｌｂｅｒｔＨｕａｎｇ变换需要用到模态经验

分解（ＥＭＤ），但是 ＥＭＤ的包络线计算存在过冲和
欠冲，数据端点处理困难，存在提取模态不完整以及

出现“虚假模态”的问题
［１０～１１］

。

密集模态阻尼识别是一个难点问题，提出基于

内积运算和迭代运算相结合的方法，探讨迭代算法

削减相近模态的交叉干涉，提取各阶模态的“纯模

态”。通过算例验证本文方法的准确性，考察噪声

干扰；进而将该方法运用于悬臂梁阻尼识别试验。

１　内积运算诊断阻尼的原理

单自由度系统作为最基本的振动形式，能够揭

示很多振动特性。有阻尼振动系统的自由衰减响应

为

ｘ（ｔ）＝Ａｅ－ζωｎｔｃｏｓ（ωｄｔ＋θ）＝
Ａ
２
ｅ－ｎｔｅｊθｅｊωｄｔ＋Ａ

２
ｅ－ｎｔｅ－ｊθｅ－ｊωｄｔ （１）

其中 ωｄ＝ωｎ １－ζ槡
２　ｎ＝ζωｎ

式中　Ａ———幅值　　ζ———阻尼比

ωｎ———固有频率　　ｔ———时间

ωｄ———有阻尼固有原频率　θ———相位角
ｎ———衰减系数

ｘ（ｔ）由正频率项 ｘｚ（ｔ）＝
Ａ
２
ｅ－ｎｔｅｊθｅｊωｄｔ和负频率

项 ｘｆ（ｔ）＝
Ａ
２
ｅ－ｎｔｅ－ｊθｅ－ｊωｄｔ两个函数叠加而成，ｘｚ（ｔ）

和 ｘｆ（ｔ）互为共轭。
小阻尼条件下，正频率项和负频率项之间的相

关性不强
［４］
。先不考虑负频率项，单独对正频率项

进行研究。

利用内积运算度量信号相似性
［１２］
，按照正频率

项的结构形式，构造指数函数

ｆ（ｔ）＝ｅ－ｍｔｅｊωｔ （２）
式中　ｍ———变量，ｍ∈Ωｎ，Ωｎ为 ｎ的值域

ω———变量，ω∈Ωωｎ，Ωωｎ为 ωｎ的值域
将 ｘｚ（ｔ）与 ｆ（ｔ）的归一化函数进行内积运算

Ｈ＝〈ｘｚ（ｔ），ｆ（ｔ）／‖ｆ（ｔ）‖〉＝

Ａ
２
ｅｊθ ｅ－ｎｔｅｊωｄｔ， ｅ－ｍｔｅｊωｔ

‖ｅ－ｍｔｅｊωｔ‖
（３）

根据柯西 施瓦茨不等式定理：两个向量（函

数）内积的模小于等于各自模之间的乘积，当且仅

当两个向量（函数）线性相关时等号成立。因此

‖Ｈ‖ ＝‖〈ｘｚ（ｔ），ｆ（ｔ）／‖ｆ（ｔ）‖〉‖≤
‖ｘｚ（ｔ）‖‖ｆ（ｔ）／‖ｆ（ｔ）‖‖ ＝‖ｘｚ（ｔ）‖ （４）
当 Ｈ取得最大值‖ｘｚ（ｔ）‖时，则 ｘｚ（ｔ）与 ｆ（ｔ）

线性相关，必有 ｍ＝ｎ，ω＝ωｄ。ｎ和 ωｄ的识别问题
转变成搜索‖Ｈ‖ｍａｘ的优化问题。

通过３个步骤诊断阻尼比。首先，对 ｘ（ｔ）进行
频谱细化的傅里叶变换（ＦＦＴＦＴ），识别出共振频率
ω≈ωｄ，将 ω代入 ｆ（ｔ）。然后，通过黄金分割法优化
搜索‖Ｈ‖的最大值，得出衰减系数 ｍ≈ｎ。同时，
将诊断出的 ωｄ和 ｎ代入式（２）、（３），计算 ｆ（ｔ）和
Ｈ，进而得到正频率项的估计

ｘ^ｚ（ｔ）＝
Ｈ

‖ｆ（ｔ）‖
ｆ（ｔ） （５）

最后，根据诊断出的固有频率和衰减系数，得出

阻尼比

ζ＝ １

(１＋
ωｄ )ｎ槡

２
（６）

在不考虑负频率项影响的情况下，考察上述方

法识别阻尼的效果，诊断一系列不同的阻尼比。设

信号频率８０Ｈｚ，采样频率２０００Ｈｚ，采样点数２０４８。
计算结果如表１所示。

表 １　内积运算识别阻尼比

Ｔａｂ．１　Ｄａｍｐｉｎｇｒａｄｉｏｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｉｎｎｅｒ

ｐｒｏｄｕｃｔｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

阻尼比

理论值

不考虑负频率项影响的阻尼比 实际信号阻尼比

诊断值 相对误差／％ 诊断值 相对误差／％

０００４ ０００４００ ００３ ０００４０２ ０４７

００２０ ００１９９９ ００３ ００２０２５ １２４

０１００ ０１０００１ ００１ ０１１１０１ １１０１

　　表１结果表明，在不考虑负频率项的条件下，内
积运算能够准确识别高、中、低 ３种不同的阻尼比，
相对误差都在 １％以内。但是，实际信号由正频率
项和负频率项构成，利用上述方法诊断相应的实际

信号，结果见表１。在小阻尼的情况下，负频率项的
影响不大，诊断准确。但是随着阻尼值的增大，识别

精度降低，原因在于大阻尼系统负频率项的交叉干

扰作用增强，上述方法忽略了负频率项的影响，导致

阻尼识别精度下降。

２　迭代分离负频率项

为了消除负频率项对信号阻尼诊断的影响，采

用迭代算法削减信号中负频率项。首先，根据
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式（５）获得正频率项 ｘｚ（ｔ）的估计项 ｘ^ｚ（ｔ）。正、负
频率项是共轭关系，可得负频率项 ｘｆ（ｔ）的近似估计
ｘ^ｆ（ｔ）。然后，从响应信号 ｘ（ｔ）中减去 ｘ^ｆ（ｔ），即
　ｘｓ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｘ^ｆ（ｔ）＝ｘｚ（ｔ）＋ｘｆ（ｔ）－ｘ^ｆ（ｔ） （７）
式中　ｘｓ（ｔ）———正频率项的估计

由式（７）可看出，由于减去了负频率项的估计
ｘ^ｆ（ｔ），起到削减负频率项干扰的作用。用信号ｘｓ（ｔ）
代替ｘ（ｔ），计算‖〈ｘｓ（ｔ），ｆ（ｔ）／‖ｆ（ｔ）‖〉‖ｍａｘ，再一

次诊断参数 ωｄ和 ｎ，获得的参数精度比前一次要
高，估计更准确。

依次重复进行上述运算，形成迭代过程，逐步削

减负频率项的影响，可以提高内积变换诊断参数的

精度。为验证迭代算法识别阻尼的效果，诊断表 １
的算例，结果如表２所示。

表 ２　迭代诊断阻尼比

Ｔａｂ．２　Ｄａｍｐｉｎｇｒａｄｉｏｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ

理论阻尼比 诊断值 相对误差／％

０００４ ０００３９９ ００３

００２０ ００１９９９ ００３

０１００ ００９９９９ ００１

　　表２说明，通过迭代运算能够精确识别信号阻
尼值。即使对大阻尼，诊断精度也相当高。经多次

迭代相减，有效地消除了负频率项的干扰作用，阻尼

值的诊断精度逐渐稳定，趋于某一固定值。

３　密集模态的阻尼识别

３１　迭代算法消除模态干涉
相近模态之间干涉造成密集模态阻尼识别困

难，与响应信号中负频率项对正频率项干涉原理相

似。因此，同样采用内积运算和迭代算法相结合的

方法进行迭代计算，削减模态之间干涉，分离出估计

模态，识别模态阻尼比。

密集模态是由多阶模态相互干涉构成

　ｘ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ｔ）＝∑

Ｎ

ｉ＝１
Ａｉｅ

－ｎｉｔｃｏｓ（ωｉｔ＋θｉ） （８）

式中　Ｎ———密集模态的阶数
ωｉ、θｉ———各阶模态固有频率和相位角

对于 Ｎ阶密集模态信号，逐阶进行迭代运算，
消除相近模态之间的干涉，具体的诊断步骤如下：

（１）对密集模态信号 ｘ（ｔ）进行 ＦＦＴＦＴ，诊断幅
值最大对应模态的固有频率 ω≈ωｉ，利用 ω构造指

数函数 ｆ（ｔ）＝ｅ－ｍｔｅｊωｔ。
（２）作〈ｘ（ｔ），ｆ（ｔ）／‖ｆ（ｔ）‖〉运算，根据柯西

施瓦茨不等式定理，当内积模取得最大值时，优化搜

索对应的衰减系数 ｍ≈ｎｉ；此时，根据式（５）获得模
态信号的估计 ｘ^１（ｔ）。

（３）从信号 ｘ（ｔ）中减去 ｘ^１（ｔ），对信号 ｘ（ｔ）－
ｘ^１（ｔ）运用步骤（１）和（２）诊断出信号 ｘ^２（ｔ），重复上
述步骤，初步诊断出 Ｎ阶的估计模态 ｘ^１（ｔ），^ｘ２（ｔ），
…，^ｘＮ（ｔ）。

（４）从信号 ｘ（ｔ）中减去诊断出的 ｘ^２（ｔ），…，
ｘ^
Ｎ
（ｔ）及 ｘ^１（ｔ）的负频率项 ｘ^１ｆ（ｔ），得 ｘ（ｔ）－ｘ^１ｆ（ｔ）－

ｘ^２（ｔ）－… －ｘ^Ｎ（ｔ）＝ｘ１（ｔ）－ｘ^１ｆ（ｔ）＋（ｘ２（ｔ）－
ｘ^２（ｔ））＋… ＋（ｘＮ（ｔ）－ｘ^Ｎ（ｔ）），对其进行诊断。由
于减去了 ｘ^１ｆ（ｔ）和其余 Ｎ－１阶的估计模态，削弱了对
正频率项 ｘ^１ｚ（ｔ）的干扰，诊断出的 ｘ^１（ｔ）精度更高。

（５）从信号 ｘ（ｔ）再减去 ｘ^２ｆ（ｔ），^ｘ３（ｔ），…，^ｘＮ（ｔ）
和前一步骤诊断的 ｘ^１（ｔ），对其进行诊断，获得精度
更高的估计 ｘ^２（ｔ）。重复这种运算，形成迭代过程，
逐步地提高各阶模态参数的识别精度，直到识别结

果稳定在一定范围内为止。

（６）输出各阶模态的识别结果 ｎｉ和 ωｉ，得出阻
尼比。

３２　密集模态仿真识别
基于式（８），模拟一个三阶密集模态信号
ｘ（ｔ）＝５ｅ－ζ１ωｎ１ｔｃｏｓ（ωｄ１ｔ＋π／３）＋１０ｅ

－ζ２ωｎ２ｔ·

　ｃｏｓ（ωｄ２ｔ＋π／４）＋１５ｅ
－ζ３ωｎ３ｔｃｏｓ（ωｄ３ｔ＋π／７） （９）

其中，ζ１、ζ２和 ζ３分别为００２、００３和 ００４；模态频
率分别为４０、４３和４６Ｈｚ。采样频率 ２０００Ｈｚ，采样
点数２０４８，信号 ｘ（ｔ）的频谱图形如图１所示。

图 １　密集模态频谱图

Ｆｉｇ．１　Ｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｃｌｏｓｅｌｙｓｐａｃｅｄｍｏｄｅｓ
　
利用内积运算和迭代算法相结合方法诊断上述

三阶密集信号，结果如表３所示。

表 ３　三阶密集模态的阻尼识别结果

Ｔａｂ．３　Ｄａｍｐｉｎｇｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆ３ ＤＯＦｓｙｓｔｅｍ

模态

阶数

固有频率 阻尼比

理论值

／Ｈｚ

识别值

／Ｈｚ

相对误差

／％
理论值 识别值

相对误差

／％
１ ３９９９ ３９９９７９９ ００２ ００２ ００１９８６ ０７２

２ ４２９８ ４２９８８２８ ００３ ００３ ００３０１６ ０５３

３ ４５９６ ４５９５５０３ ００９ ００４ ００３９８３ ０４３

　　表３结果表明，迭代相减，能够有效消除相近模
态之间的干扰，使得阻尼比识别准确，误差在 １％以
内。进一步考察噪声对该方法识别效果的影响，对

上述密集模态信号加高斯白噪声，诊断结果如表 ４
所示。
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表 ４　加白噪声的阻尼识别结果

Ｔａｂ．４　Ｄａｍｐｉｎｇｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｗｉｔｈｗｈｉｔｅｎｏｉｓｅ

模态阶数
信噪比

／ｄＢ

固有频率 阻尼比

理论值／Ｈｚ 诊断值／Ｈｚ 相对误差／％ 理论值 诊断值 相对误差／％

１ ３９９９０００ ３９９３１６４ ０１５ ００２０００ ００２０２８ １４１

２ １０ ４２９８０００ ４２９７２８１ ００２ ００３０００ ００３０６８ ２２７

３ ４５９６０００ ４６０５６５２ ０２１ ００４０００ ００４０６４ １６２

１ ３９９９０００ ４００２１９９ ００８ ００２０００ ００１９５２ ２４３

２ ８ ４２９８０００ ４２９２８４２ ０１２ ００３０００ ００３０６８ ２２７

３ ４５９６０００ ４６０１０５６ ０１１ ００４０００ ００４０５２ １３３

　　表４考察了信噪比为１０ｄＢ和８ｄＢ的阻尼识别
情况，识别结果与无噪声结果相比变化不大，说明该

方法受噪声干扰小，可运用于实际工程测量。

４　试验验证

选取一根 ９００ｍｍ×５０ｍｍ×１４ｍｍ钢质悬臂
梁。采用力锤激励，通过安装在自由端的加速度传

感器采集响应信号，图２为测量的时域信号，相应的

频谱图及其频域局部放大图形。

图２ｂ频谱图形主要显示３个峰值，利用本文方
法诊断出响应信号的四阶模态及其阻尼比，诊断结

果见表５。其中第三阶模态在９５Ｈｚ附近，受到第二
阶模态的严重干扰，见图 ２ｃ的频域局部放大图，传
统方法很难识别出这一阶模态。采用迭代相减能够

有效地消除主要模态，将混叠在主要模态里的次要

模态突显出来，进而能够识别出该阶模态。

图 ２　时域信号和频谱图形

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｒｅｓｐｏｎｓｅｓｉｇｎａｌ
（ａ）时域信号　（ｂ）对数频谱图　（ｃ）频域局部放大

　
表 ５　悬臂梁阻尼比识别结果

Ｔａｂ．５　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆａｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ’ｓ

ｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏ

模态阶数 固有频率／Ｈｚ 阻尼比

１ １３３６ ０００１３１
２ ８１５８ ０００１９３
３ ９４９３ ０００１８９
４ ２２８７９ ０００１５２

５　结束语

分析了内积运算识别阻尼的原理，研究了负频

率项的干扰作用，随着阻尼比的增加负频率项影响

增大，导致阻尼的识别精度降低，引用迭代算法解决

了大阻尼识别误差大的问题。进而研究密集模态阻

尼识别问题，提出了内积运算和迭代算法相结合诊

断阻尼的方法。通过理论分析和试验验证，迭代相

减能够消除模态之间的干涉，提取各阶模态的“纯

模态”，提高阻尼的识别精度，能够有效地识别密集

模态阻尼。
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