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渐开线少齿差内啮合齿轮副几何设计研究
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　　【摘要】　在不同内啮合副几何计算基础上，分析了不同加工方法（包括滚齿、插齿和线切割等）、顶隙时少齿

差内啮合齿轮副几何计算方法和适用性。研究了不同齿顶圆直径对少齿差内啮合齿轮副变位系数、啮合角、重合

度和齿廓干涉等参数的影响。在满足重合度和齿廓干涉限制条件下，使用牛顿迭代法和不同齿顶圆公式，获得少

齿差内啮合齿轮副最小啮合角的变位系数和啮合角。计算表明：在满足重合度和齿廓干涉限制条件下取得最小啮

合角时，无论采用滚齿还是插齿加工，顶隙混合制时少齿差内啮合齿轮副的啮合角和变位系数均较小。

关键词：内啮合齿轮副　少齿差　啮合角

中图分类号：ＴＨ１３２４２５ 文献标识码：Ａ 文章编号：１０００１２９８（２０１１）０４０２０１０５

ＧｅｏｍｅｔｒｉｃＤｅｓｉｇｎｏｆＩｎｖｏｌｕｔｅＩｎｔｅｒｎａｌＧｅａｒＰａｉｒｗｉｔｈＦｅｗＴｅｅｔｈＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

ＷａｎｇＧｕａｎｇｊｉａｎ　ＪｉａｎｇＨａｎｊｕｎ　ＣｈｕＺｈｉｇａｎｇ
（ＴｈｅＳｔａｔｅＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＴｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ，ＣｈｏｎｇｑｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ４０００４４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ

Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｅｏｍｅｔｒｉｃｄｅｓｉｇｎａｎｄｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｉｎｖｏｌｕｔｅｉｎｔｅｒｎａｌｇｅａｒｐａｉｒ，ｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙｏｆｉｎｖｏｌｕｔｅｉｎｔｅｒｎａｌｇｅａｒｐａｉｒｗｉｔｈｆｅｗｔｅｅｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｗｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｗｈｅｎ
ｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ，ｉｎｃｌｕｄｉｎｇｈｏｂｂｉｎｇ，ｇｅａｒｓｈａｐｅｒａｎｄｗｉｒｅｃｕｔＥＤＭ，ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｏｐ
ｇａｐｓ．Ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄｆａｃｔｏｒｓｓｕｃｈａｓｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ｅｎｇａｇｉｎｇａｎｇｌｅ，ｃｏｎｔａｃｔｒａｔｉｏａｎｄｔｈｅ
ｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｏｆｔｏｏｔｈｐｒｏｆｉｌｅｓｗｅｒｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｖｉａｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｏｆａｄｄｅｎｄｕｍ ｃｉｒｃｌｅ
ｄｉａｍｅｔｅｒ．Ｔｏｍｅｅｔｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｏｆｃｏｎｔａｃｔｒａｔｉｏａｎｄｔｏｏｔｈｐｒｏｆｉｌｅｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ，ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ａｎｄｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍａｎｇｌｅｏｆｅｎｇａｇｅｍｅｎｔｗｅｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｕｓｉｎｇＮｅｗｔｏｎ’ｓｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｔｈｒｏｕｇｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｏｆａｄｄｅｎｄｕｍ ｃｉｒｃｌｅｄｉａｍｅｔｅｒ．Ｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｃａｔｅｄｔｈａｔｕｎｄｅｒｔｈｅ
ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｖｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｃｏｎｔａｃｔｒａｔｉｏａｎｄｔｏｏｔｈｐｒｏｆｉｌｅｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ，ｒｅｇａｒｄｌｅｓｓｏｆｈｏｂｂｉｎｇｏｒｇｅａｒｓｈａｐｉｎｇ
ｐｒｏｃｅｓｓ，ａｎｇｌｅｏｆｅｎｇａｇｅｍｅｎｔａｎｄｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｔｈｅｔｏｐｇａｐｏｆｍｉｘｅｄｍｏｄｅｏｆｉｎｖｏｌｕｔｅ
ｉｎｔｅｒｎａｌｇｅａｒｐａｉｒｗｉｔｈｆｅｗｔｅｅｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｗｅｒｅｓｍａｌｌｅｒｗｈｅｎｏｂｔａｉｎｉｎｇｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｅｎｇａｇｉｎｇａｎｇｌｅ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　Ｉｎｔｅｒｎａｌｇｅａｒｐａｉｒ，Ｆｅｗｔｅｅｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，Ｅｎｇａｇｉｎｇａｎｇｌｅ

收稿日期：２０１０ ０６ ０８　修回日期：２０１０ ０６ ２２

 国家自然科学基金资助项目（５０７０５１００）、重庆市自然科学基金资助项目（２００８ＢＢ３１６６）和中国博士后科学基金特别资助项目
（２００７０４１０２０３、２００８０１２２６）

作者简介：王光建，副研究员，主要从事行星齿轮及新型传动机构研究，Ｅｍａｉｌ：ｇｊｗａｎｇ＠ｃｑｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　　引言

少齿差行星传动设计时，由于存在干涉等多种

限制条件，其基本参数和几何设计比较复杂。同时

加工工艺、刀具和顶隙的不同也导致其几何参数设

计计算不同。目前，少齿差内啮合齿轮副内、外齿轮

的齿顶圆和齿根圆计算公式差别较大，在多种不同

表述形式中存在如下问题
［１～８］

：设计公式不统一；未

能全面考虑加工和刀具的影响；没有阐述几何计算

公式与内啮合副干涉、啮合角、重合度和顶隙等参数

和性能的影响。

本文在考虑加工方式情况下对少齿差内啮合

齿轮副内、外齿轮齿顶圆和齿根圆计算公式进行

分析；研究最小啮合角时，齿轮几何尺寸计算与加

工方式以及顶隙、干涉、重合度变位系数等参数的

关系。



１　少齿差内啮合齿轮副几何计算公式

目前少齿差行星传动设计文献中，存在多种

内、外齿轮的齿顶圆 ｄａ、齿根圆 ｄｆ计算公式，如
表 １所示。根据外齿轮采用滚齿或插齿的加工方
法，齿根圆的计算公式有两种。不同的计算公式

计算得到的内、外齿轮的齿高值也不同，啮合副变

位系数、顶隙、重合度、干涉、啮合角和强度等情况

也不同。

为了对各文献中不同的公式计算结果进行对比

分析，现以以下齿轮参数对表 １中的公式进行内啮
合几何计算。其中齿轮模数 ｍ为１５ｍｍ，压力角 α

为２０°，齿顶高系数 ｈａ 为０７，顶隙系数 ｃ
为０２５，

外齿轮变位系数 ｘ１为 ０４５；内齿轮变位系数 ｘ２为
０７２３；插齿刀：齿数 ｚ０为 ５０，模数 ｍ０为 １５ｍｍ，齿

顶高系数 ｈａ０为 １２５，变位系数 ｘ０为 ０２７。计算结
果见表 ２，从中可以看出：文献［６］中公式计算所得
的外齿轮的齿顶圆直径是最大的，当外齿轮采用插

齿加工时，其外齿轮的齿根圆和内齿轮的齿顶圆却

是最小的；文献［５～６］中公式计算所得的齿高显著
大于文献［１～３］；文献［１］中的计算公式由于没有
考虑加工方式，齿顶圆和齿根圆计算公式中也没有

调整参数，即没有考虑顶隙等因素，因此一定程度上

是理论计算公式。

表 １　不同计算公式比较

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｏｒｍｕｌａｓ

计算方法 齿顶圆直径 齿根圆直径

文献［１］
ｄａ１＝ｄ１＋２（ｈ


ａ ＋ｘ１）ｍ

ｄａ２＝ｄ２－２（ｈａ －ｘ２）ｍ

文献［２］
ｄａ１＝ｄ１＋２（ｈａ ＋ｘ１＋Δｙ）ｍ

ｄａ２＝ｄ２－２（ｈａ －ｘ２＋Δｙ）ｍ

ｄｆ１＝ｄ１－２（ｈａ ＋ｃ －ｘ１）ｍ

ｄｆ２＝ｄ２＋２（ｈａ ＋ｃ ＋ｘ２）ｍ

文献［３］
ｄａ１＝ｄ１＋２（ｈ


ａ ＋ｘ１）ｍ

ｄａ２＝ｄ２－２（ｈａ －ｘ２＋Δｙ－ｋ２）ｍ

文献［４］
ｄａ１＝ｄ１＋２（ｈ


ａ ＋ｘ１）ｍ

ｄａ２＝ｄ２－２（ｈａ －ｘ２＋Δｙ）ｍ

外齿轮用滚齿加工时

　ｄｆ１＝ｄ１－２（ｈａ ＋ｃ －ｘ１）ｍ

文献［５］
ｄａ１＝ｄ１＋２（ｈａ ＋ｘ１＋Δｙ－Δｙ０２）ｍ

ｄａ２＝ｄ２－２（ｈａ －ｘ２＋Δｙ＋Δｙ０１）ｍ

　ｄｆ２＝２ａ′０２＋ｄａ０

内、外齿轮均用插齿加工时

文献［６］
ｄａ１＝ｄｆ２－２ａ′－２ｃｍ

ｄａ２＝ｄｆ１＋２ａ′＋２ｃｍ

　ｄｆ１＝２ａ′０１－ｄａ０

　ｄｆ２＝２ａ′０２＋ｄａ０

　　注：ｄａ０、ｄａ１、ｄａ２分别为插齿刀、外齿轮和内齿轮的齿顶圆直径；ｄｆ１、ｄｆ２分别为外齿轮和内齿轮的齿根圆直径；ａ′０１、ａ′０２分别为外齿轮和内

齿轮插齿加工的切削中心距；Δｙ为齿顶高变动系数，Δｙ＝ｘ２－ｘ１－ｙ，ｙ为中心距变动系数；ｋ２为经验系数，当 ｘ２＜２时，ｋ２＝０２５－０１２５ｘ２，当

ｘ２≥２时，ｋ２＝０；Δｙ０１、Δｙ０２为切削反变位系数，Δｙ０１ ＝ｘ１ ＋ｘ０ －ｙ０１，Δｙ０２ ＝ｘ２ －ｘ０ －ｙ０２，其中 ｙ０１、ｙ０２为切削中心距变动系数，且 ｙ０１ ＝

ｚ１＋ｚ０(２
ｃｏｓα０１
ｃｏｓα′０１ )－１ ，ｙ０２＝

ｚ２－ｚ０(２
ｃｏｓα０２
ｃｏｓα′０２ )－１ ，式中α０１、α０２分别为外、内齿轮的压力角，α′０１、α′０２分别为插齿加工时外、内齿轮的切削啮合角，ｚ１、ｚ２分

别为外、内齿轮齿数。

表 ２　计算结果对比

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ ｍｍ

计算

方法

加工

方式
ｄａ１ ｄｆ１ ｄａ２ ｄｆ２ ｈ１ ｈ２

文献［１］ １２０４５１１５５０１２００７１２５０２ ２４７５ ２４７５

文献［２］滚、插 １２０７１１１５５０１１９８１１２５０２ ２４５５ ２４５５

文献［３］ １２０４５１１５５０１２０８３１２５０２ ２４７５ ２０９５

文献［４］
滚 １２０４５１１５５０１１９８１１２５８０ ２４７５ ２９９５

插 １２０４５１１４５２１１９８１１２５８０ ２９６５ ２９９５

文献［５］
滚 １２０５９１１５５０１１９７３１２５８０ ２５４５ ３３０５

插 １２０５９１１４５２１１９７３１２５８０ ３３０５ ３３０５

文献［６］
滚 １２１４９１１５５０１１９８１１２５８０ ２９９５ ２９９５

插 １２１４９１１４５２１１８８３１２５８０ ３４８５ ３４８５

　　注：“滚”和“插”分别表示外齿轮用滚或插齿加工，ｈ１、ｈ２分别为

外、内齿轮的全齿高。

２　考虑加工方式和顶隙时内啮合齿轮副的
几何计算

　　在现有少齿差内啮合齿轮副几何设计计算
中，通常考虑的是外齿轮滚齿、内齿轮插齿的加工

方法。随着技术发展和进步，新的加工方法逐渐

得到应用。如齿轮的电火花线切割、电火花成型

法加工在实际中应用较多
［９～１０］

，而与之相应的几

何设计并未得到深入研究。同时，现有文献中更

多考虑的是标准顶隙时的几何设计，但标准顶隙

时内啮合容易干涉，加工容易过切。因此，本文针

对包括滚、插在内的不同加工方法（线切割、成型

法等）和不同顶隙时的少齿差内啮合齿轮副几何

计算进行讨论。
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２１　内、外齿轮采用电火花线切割加工
内齿轮除插齿加工外，在尺寸足够大时，也可采

用铣齿或滚齿。同时，随着技术发展和进步，电火花

（电火花成型加工和线切割加工）加工内齿轮应用

也逐渐广泛。目前采用线切割慢走丝齿轮加工精度

已能满足多种需要，被应用于少齿差内啮合传动等

场合，但目前还没有发现针对铣齿或电火花加工时

进行少齿差内啮合副几何设计的相关文献。线切割

加工时，齿廓的形状和尺寸是根据数控程序加工而

成的，与刀具无关，而设计时仍按标准齿轮参数（模

数、压力角、变位系数）进行。如图 １所示，进行少
齿差内啮合齿轮副几何计算时，主要考虑的因素是

在不干涉条件下保证标准顶隙，即

ａ′＝ｒａ１－ｒｆ２－ｃ
ｍ （１）

同时还须保证无侧隙啮合，即

ａ′＝ｒ２－ｒ１－ｙｍ （２）
式中　ａ′———外、内齿轮实际中心距

ｒ１、ｒ２———外、内齿轮分度圆半径
ｒａ１、ｒｆ２———外、内齿轮齿顶圆半径

式（２）中中心距变动系数 ｙ和模数 ｍ的乘积即
两齿轮分度圆间距离。

图 １　内啮合齿轮副

Ｆｉｇ．１　Ｉｎｔｅｒｎａｌｇｅａｒｐａｉｒ
　
由齿轮各参数间关系可得

ｒａ１＝ｒ１＋ｈａ１＝ｒ１＋ｈ

ａ ＋ｘ１

ｒｆ２＝ｒ２－ｈｆ２＝ｒ２－（ｈ

ａ ＋ｃ

 －ｘ２）

Δｙ＝ｘ２－ｘ１－
{

ｙ

（３）

式中　ｈａ１———外齿轮齿顶高
ｈｆ２———内齿轮齿根高

代入式（１）、（２）可求得
ｈａ１＝（ｈ


ａ ＋ｘ１＋Δｙ）ｍ

ｈａ２＝（ｈ

ａ －ｘ２＋Δｙ）{ ｍ

（４）

式中　ｈａ２———内齿轮齿顶高
因此内啮合齿轮齿顶圆直径计算公式为

ｄａ１＝ｄ１＋２ｈａ１＝ｄ１＋２（ｈ

ａ ＋ｘ１＋Δｙ）ｍ

ｄａ２＝ｄ２－２ｈａ２＝ｄ２－２（ｈ

ａ －ｘ２＋Δｙ）{ ｍ

（５）

两内啮合齿轮的齿根圆直径标准公式为

ｄｆ１＝ｄ１－２（ｈ

ａ ＋ｃ

 －ｘ１）ｍ

ｄｆ２＝ｄ２＋２（ｈ

ａ ＋ｃ

 ＋ｘ２）{ ｍ
（６）

由表１可以看出，式（６）与文献［２］中的公式相
同，即电火花线切割或滚、铣齿时采用的计算公式

（标准顶隙）。同理，顶隙混合制时，齿顶圆计算公

式同文献［５］。
２２　内、外齿轮采用插齿加工

当内、外齿轮采用插齿加工时，齿顶圆、齿根圆

的尺寸取决于插齿刀。由于磨损，旧的插齿刀齿顶

圆直径 ｄａ′０和变位系数需要测量来确定，从而确定

内、外齿轮的齿根圆。根据文献［６］，外、内齿轮的
齿根圆直径为

ｄｆ１＝２ａ′０－ｄａ０
ｄｆ２＝ｄａ０＋２ａ′{

０２

（７）

当要求保证标准径向间隙 ｃ１＝ｃ２＝ｃ
ｍ时，外、

内齿轮齿顶圆直径计算公式为

ｄａ１＝ｄｆ２－２ａ′－２ｃ
ｍ

ｄａ２＝ｄｆ１＋２ａ′＋２ｃ
{ ｍ

（８）

由于少齿差内啮合齿轮副常采用短齿，标准顶

隙时易产生干涉，加工易出现过切，因此常常采用混

合顶隙制，即令内齿轮的齿高缩短，从而使内齿轮齿

顶圆和外齿轮齿根圆间的顶隙增大，而外齿轮齿顶

圆和内齿轮齿根圆间的顶隙仍为标准间隙，则外、内

齿轮齿顶圆为

ｄａ１＝ｄ１＋２（ｈ

ａ ＋ｘ１＋Δｙ－Δｙ０２）ｍ

ｄａ２＝ｄ２－２（ｈ

ａ －ｘ２＋Δｙ＋Δｙ０１）{ ｍ

（９）

由表 １可知，当内、外齿轮采用插齿加工，标准
顶隙时，可采用文献［５］的公式；若为混合顶隙时，
齿顶圆计算可采用文献［５］的公式。
２３　外齿轮采用滚齿加工，内齿轮采用插齿加工

文献［６］和［７］是考虑内、外齿轮均采用标准顶

隙时的几何计算。当内、外齿轮采用顶隙混合制时，

内啮合齿轮副的计算公式为

ｄａ１＝ｄ１＋２（ｈ

ａ ＋ｘ１＋Δｙ－Δｙ０２）ｍ

ｄａ２＝ｄ２－２（ｈ

ａ －ｘ２＋Δｙ＋Δｙ０１）ｍ

ｄｆ１＝ｄ１－２（ｈ

ａ ＋ｃ

 －ｘ１）ｍ

ｄｆ２＝ｄａ０＋２ａ′













０２

（１０）

由表１可知，其齿顶圆计算公式与文献［５］同。
由此可见，当内、外齿轮均采用滚、铣或线切割

加工时，其几何尺寸计算公式与文献［２］相同；内、
外齿轮均采用插齿加工、标准顶隙时，其几何尺寸计

算公式与文献［６］相同；当外齿滚齿、内齿插齿或均
采用插齿，内、外齿轮为顶隙混合时，计算公式与文

献［５］相同，即文献［５］适合于顶隙混合制的情况。
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３　考虑限制条件、啮合角和变位系数时少齿
差齿顶圆计算

　　少齿差内啮合齿轮副设计中，齿顶圆和齿根圆
的几何计算直接影响少齿差行星传动性能，包括内

啮合齿轮副的重合度及齿廓干涉等因素，即需满足

重合度条件 ε≥［ε］和齿廓重叠干涉条件 Ｇｓ≥
［Ｇｓ］，其中［ε］为重合度验算值的预期值，［Ｇｓ］为齿
廓重叠干涉验算值的预期值。同时，在设计少齿差

内啮合齿轮副时通常选择较小的啮合角，有利于提

高传动的效率、减小传动轴的受力和延长转臂轴承

的寿命。而啮合角、变位系数、齿顶圆直径与重合

度、齿廓干涉限制条件直接相关。因此，如何计算变

位系数和齿顶圆，在满足重合度条件和齿廓重叠干

涉限制条件下实现少齿差内啮合齿轮副最小啮合

角，则是少齿差行星传动设计的重要内容之一。

文献［１１］研究了在设定的干涉和限制预期值
情况下，使用牛顿迭代法进行变齿厚少齿差行星传

动变位系数计算，以达到最小啮合角，但未研究加工

方法和齿顶圆计算对啮合角设计的影响。本文根据

文献［１１］的计算方法，研究齿顶圆计算对少齿差啮
合副啮合角、变位系数设计的影响。

３１　齿顶圆尺寸对重合度与齿廓干涉的影响
已知重合度限制条件和齿廓干涉限制条件为

　

ε＝１２π
［ｚ１（ｔａｎαａ１－ｔａｎα）－ｚ２（ｔａｎαａ２－

　　ｔａｎα）］≥［ε］
Ｇｓ＝ｚ１（ｉｎｖαａ１＋δ１）－ｚ２（ｉｎｖαａ２＋δ２）＋

　　（ｚ２－ｚ１）ｉｎｖα≥［Ｇｓ













］

（１１）

其中 δ１ (＝ａｒｃｃｏｓ
ｒ２ａ２－ｒ

２
ａ１－ａ′

２

２ｒａ１ )ａ′

δ２ (＝ａｒｃｃｏｓ
ｒ２ａ２－ｒ

２
ａ１＋ａ′

２

２ｒａ２ )ａ′
式中　αａ１、αａ２———外、内齿轮的齿顶圆压力角

α———啮合角
由上式可知，齿顶圆影响齿顶圆压力角 αａ１、

αａ２、δ１、δ２，从而直接影响［ε］和［Ｇｓ］。如图 ２所示，
内、外齿轮齿顶圆直径增加时，ε减小，Ｇｓ增加。
３２　最小啮合角设计计算

在少齿差啮合基本参数（齿数、模数、齿顶高系

数等）确定后，根据重合度限制条件 ε、齿廓重叠干
涉限制条件 Ｇｓ进行变位系数计算，并进行根切、干
涉等校核。如图３所示，根据限制曲线 Ｇｓ＝［Ｇｓ］和

ε＝［ε］的交点 Ｆ可求出最小啮合角［１１］
。根据牛顿

迭代法求出 Ｆ点，即可求出变位系数和啮合角，即
可用倾斜角为 ４５°的直线表示啮合方程，从而确定

图２　内、外齿轮齿顶圆直径对重合度 ε和 Ｇｓ的影响曲线

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｉｎｓｉｄｅａｎｄｏｕｔｓｉｄｅｇｅａｒａｄｄｅｎｄｕｍ

ｃｉｒｃｌｅｔｏｃｏｎｔａｃｔｒａｔｉｏεａｎｄｅｘｐｅｃｔｅｄｖａｌｕｅＧｓ

图 ３　变位系数计算示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆ

ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
　

啮合方程直线 α′ｍｉｎ。
３３　齿顶圆计算对最小啮合角和变位系数影响

由３１节可知，不同齿顶圆计算值对上述两种
干涉条件均有影响，从而影响少齿差内啮合齿轮副

的变位系数、啮合角的确定。为了分析不同齿顶圆

计算方法对变位系数和啮合角的影响程度，根据文

献［１～２，５～６］（４种文献分别对应理论计算和３种
不同加工方式）中的齿顶圆公式，采用牛顿迭代法

求解满足少齿差啮合重合度限制条件和齿廓重迭干

涉条件的最小啮合角。具体的迭代推导和求解过程

可参阅文献［１１］。
少齿差啮合基本参数中，以上述齿数、模数、压

力角、齿顶高系数和顶隙系数来进行计算分析。限

制条件验算预期值设为：满足重合度条件［ε］＝
１１２５和齿廓重叠干涉条件［Ｇｓ］＝００５。插齿刀的
参数与１１节的参数相同。则在其他参数相同情况
下，不同齿顶圆计算值时，利用牛顿迭代法计算所得

的少齿差啮合的变位系数和啮合角如表３所示。
根据迭代结果，由表３可知：文献［１］所对应的

少齿差啮合角和变位系数最小，其次是文献［５］和
文献［２］；文献［２］中考虑到顶隙情况，但未考虑外
齿轮加工是滚齿还是插齿；文献［６］外齿轮插齿时，
对应的啮合角比滚齿时的啮合角小，变位系数大；而
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文献［５］对应啮合角和变位系数都较小，变位系数
小时则避免了外齿轮齿顶圆可能变尖的情况；由

于文献［５］适合于顶隙混合制的情况，外齿轮滚、
插加工时齿顶圆计算公式相同，因此牛顿迭代计

算结果相同，啮合角和变位系数均较小，因此顶隙

混合制不仅可避免过切和干涉，还可在小变位系

数情况下达到小啮合角的目的。具体比较结果如

表 ４所示。

表 ３　计算结果对比

Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

计算方法 加工方式 ｄａ１／ｍｍ ｄｆ１／ｍｍ ｄａ２／ｍｍ ｄｆ２／ｍｍ α′／（°） ｘ１ ｘ２
文献［１］

滚、插
１２０９７ １１６０３ １２０５６ １２５５１ ３７２１ ０６２５９ ０８８６９

文献［２］ １２４７８ １１９５２ １２３８９ １２９１５ ３８８７ １７８９ ２０９９

文献［５］
滚 １２１９３ １１６１１ １２１３８ １２７１９ ３７６７ １０３７ １３１１

插 １２１９３ １１６１１ １２１３８ １２７１９ ３７６７ １０３７ １３１１

文献［６］
滚 １２４１０ １１８９２ １２３３９ １２８５７ ４０７３ １５８９ １９６１

插 １２７３８ ２１８０ １２６２２ １３１７９ ３９７８ ３３４７ ３６８６

表 ４　不同加工、顶隙时几何值、啮合角、变位系数比较

Ｔａｂ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｇｅｏｍｅｔｒｉｃｖａｌｕｅ，ａｎｇｌｅｏｆ

ｅｎｇａｇｅｍｅｎｔ，ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｗｈｅｎｕｓｉｎｇ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｔｏｐｇａｐ

计算

方法

外齿轮

加工

内齿轮

加工
顶隙

齿顶圆

直径

齿根圆

直径

啮合

角

变位

系数

文献［１］
滚 插

标准 式（８） 式（７） 最大 较小

文献［２］ 混合 式（１０） 式（１０） 最小 最小

文献［３］
插 插

标准 式（８） 式（７） 大 最大

文献［４］ 混合 式（９） 式（７） 最小 最小

文献［５］
线切割、

铣、滚

线切割、

铣、滚
标准 式（５） 式（６） 较小 大

文献［６］
线切割、

铣、滚

线切割、

铣、滚
混合 式（９） 式（６） 小 小

４　变齿厚少齿差啮合副几何计算

变齿厚齿轮径向变位系数沿轴线不同，相应的

齿顶圆和齿根圆也不同
［１１～１３］

。目前变厚齿轮外齿

轮可采用插齿或滚齿，而变厚内齿轮则常采用插齿。

采用混合顶隙时，则可采用文献［７］的公式计算齿

顶圆，齿根圆则根据具体加工方式采用文献［５］公
式计算。

根据文献［１１］，通常先计算变厚齿轮中点位置
变位系数，再验算两端位置是否存在干涉，其几何计

算公式与普通少齿差公式相同。

５　结论

（１）在不同内啮合齿轮副几何计算基础上，研
究了不同加工方法（包括滚齿、插齿和线切割等）、顶隙

时少齿差内啮合齿轮副几何计算方法和适用性。

（２）研究了在加工、顶隙等不同情况下几何计
算对少齿差内啮合变位系数、啮合角、重合度和齿廓

干涉等参数的影响；在满足重合度和齿廓干涉限制

条件下，使用牛顿迭代法计算了不同齿顶圆时少齿

差啮合最小啮合角时的变位系数和啮合角。

（３）计算表明，顶隙混合制时，在满足重合度和
齿廓干涉限制条件下取得最小啮合角，无论采用滚

齿还是插齿加工，少齿差啮合副的啮合角和变位系

数均较小。
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应用中的逼真度，同时也通过两种动力学模型的对

比，为简化动力学模型进行力及力矩补偿控制提供

了理论依据。

图 ８　两种动力学模型误差曲线

Ｆｉｇ．８　Ｔｏｌｅｒａｎｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｓ
　

４　结束语

６ ＵＰＵ电动平台动力学建模不仅是构型设计
与优化的理论依据，更是控制等研究的基础。本文

对６ ＵＰＵ电动平台进行了运动学分析；考虑了电
动缸质心偏离轴线位置与丝杠装置绕自身转动的条

件，利用 ＮｅｗｔｏｎＥｕｌｅｒ法结合Ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理，进行
了完整动力学建模；结合工程实际，通过对完整与简

化两种动力学模型进行仿真，验证了 ６ ＵＰＵ电动
平台动力学模型简化条件的合理性；所建立的完整

动力学模型对类似构型的运动平台具有一定的通用

性，并为进一步实现控制策略提供了理论依据。
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