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空间转动３ ＳＰＳ １ Ｓ型并联机构奇异位形研究
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　　【摘要】　奇异性是机构的固有性质，奇异位形分析对并联机构的轨迹规划和控制具有重要的意义。研究一种

空间转动三自由度 ３ ＳＰＳ １ Ｓ型并联机构的奇异位形，构建了该并联机构的运动学模型，建立了机构位置逆解

与速度映射解析方程，并求出了机构 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵；提出该机构奇异位形的判别准则，并引入了可操纵度这一运动

性能评价指标进行奇异性分析。分析结果表明，该机构在指定任务空间具有良好的可操纵性与运动性能，但在工

作空间内具有发生位形奇异的可能，在运动过程中应当避开特殊运动位置以避免奇异位形的发生。
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　　引言

奇异位形是当机构运动进入某种临界状态时所

具有的特定位形，在临界状态下，机构的实际自由度

数不再与其理论自由度数相等，机构丧失了应有的

自由度或机构获得了额外的自由度。奇异位形是机

构固有性质，它对机构的工作性能有很大影响。

Ｇｏｓｓｅｌｉｎ等从运动学求解的角度对机构的奇异位形

进行研究和分类，将机构奇异分为边界奇异、位形奇

异和复合奇异 ３种情况［１］
。Ｆｉｃｈｔｅｒ等发现 Ｓｔｅｗａｒｔ

平台机构的奇异位形是上平台相对于下平台转过

９０°的位置［２］
等。

本文研究空间转动三自由度 ３ ＳＰＳ １ Ｓ型
并联机构的运动学模型及奇异位形。通过建立机构

的位置逆解与速度映射解析方程，求出机构的

Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵，对机构进行奇异性分析，提出两种该



机构奇异位形的判别准则；并引入可操纵度这一运

动性能评价指标，对该机构进行奇异性分析。

１　３ ＳＰＳ １ Ｓ机构描述与坐标系的建立

图１为３ ＳＰＳ １ Ｓ并联机构的结构简图。

固定平台 Ｂ和运动平台 ｍ是两个不同长度的等边
三角形 Ｂ１Ｂ２Ｂ３和 ｂ１ｂ２ｂ３，顶点由 ３根可以伸缩的支
承杆连接，每个分支由 １个移动副 Ｐ按照 ＳＰＳ的
顺序串接而成，３个分支与 ｍ及Ｂ通过Ｓ副铰接；中
间约束分支由 Ｓ副组成（相当于 ３个 Ｒ副串联），Ｓ
副位于 Ｏ点处，约束分支与平台 ｍ及 Ｂ在其中心处
固结。为简化计算，固定坐标系｛Ｂ｝与运动坐标系
｛ｍ｝的原点都位于 Ｏ，其中，固定坐标系｛Ｂ｝的 Ｘ轴
平行于 ＯＢＢ１，Ｚ轴垂直于平台 Ｂ方向向上，Ｙ轴方
向按右手法则确定；运动坐标系｛ｍ｝的 ｘ轴平行于
Ｏｂｂ１，ｚ轴垂直于平台 ｍ方向向上，ｙ轴方向按右手
法则确定；两平台间第 ｉ条支路两铰点间用矢量 Ｌｉ
（ｉ＝１，２，３）表示，３条支承杆长为 ｌｉ，其作用方向的
单位矢量为 ｑｉ，Ｂ、ｍ两个平台三角形外接圆的半径
　　

为ｒＢ、ｒｂ。Ｏ距离Ｂ、ｍ两个平台中心的长度为ｈＢ、ｈｂ。

图 １　３ ＳＰＳ １ Ｓ并联机构的构型及主、俯视图

Ｆｉｇ．１　Ｍａｉｎｐｌｏｔａｎｄｏｖｅｒｈｅａｄｖｉｅｗｏｆ３ ＳＰＳ １ Ｓ

ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
为简化计算，｛Ｂ｝与｛ｍ｝选择同一原点 Ｏ，将运

动坐标系｛ｍ｝视作物体坐标系，可以表示为 Ｏｘｙｚ；固
定坐标系｛Ｂ｝视作参考坐标系，可以表示为 ＯＸＹＺ。
并联机构动平台只发生三维转动，选择固定角坐标

系表示法描述姿态旋转矩阵，定义回转角、俯仰角和

偏转角为（ψ，θ，φ），旋转顺序依次为 Ｘ→Ｙ→Ｚ，则
｛ｍ｝相对于｛Ｂ｝的旋转矩阵为［３～４］

ＢＲｍ＝ＲＺ（φ）ＲＹ（θ）ＲＸ（ψ）＝
ｃｏｓφｃｏｓθ ｃｏｓφｓｉｎθｓｉｎψ－ｓｉｎφｃｏｓψ ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓψ＋ｓｉｎψｓｉｎφ
ｓｉｎφｃｏｓθ ｓｉｎφｓｉｎθｓｉｎψ＋ｃｏｓφｃｏｓψ ｓｉｎφｓｉｎθｃｏｓψ－ｃｏｓφｓｉｎψ
－ｓｉｎθ ｃｏｓθｓｉｎψ ｃｏｓθｃｏｓ









ψ

（１）

式中，（ψ，θ，φ）即为动平台的姿态。

２　３ ＳＰＳ １ Ｓ型机构运动学模型

２．１　位置逆解模型
位置逆解分析涉及已知动平台姿态（ψ，θ，φ），

求解各驱动支链的杆长和姿态。对于直线运动副驱

动的并联机构，约束方程的建立都是将运动平台、静

止平台上的铰链点的坐标在参考坐标系中表示，然

后根据支链杆长约束来建立约束方程
［３，５］
。

如图１，在坐标系 ＯＸＹＺ下，构造位置闭环约束
方程

Ｌｉ＝ｌｉｑｉ　（ｉ＝１，２，３） （２）

Ｌｉ＝ｂｉ－Ｂｉ＝
ＢＲｍｂ

ｍ
ｉ－Ｂｉ （３）

式中，ｌｉ、ｑｉ分别表示驱动支链 ｉ的杆长和单位矢量，

ｂｉ、Ｂｉ表示点 ｂｉ、Ｂｉ在 ＯＸＹＺ下的位置矢量，ｂ
ｍ
ｉ表示

ｂｉ在 Ｏｘｙｚ下的位置矢量。
对式（２）两端取模，得

ｌｉ＝‖Ｌｉ‖ （４）

ｑｉ＝Ｌｉ／ｌｉ （５）
则由式（３）得到
　ｌ２ｉ＝（

ＢＲｍｂ
ｍ
ｉ－Ｂｉ）

２＝Ｂ２ｉ＋（ｂ
ｍ
ｉ）

２－２ＢＴｉ
ＢＲｍｂ

ｍ
ｉ （６）

由图１，各铰链点 ｂｉ、Ｂｉ在各自坐标系中的位置
坐标为

ｂｍ１ ＝

ｒｂ
０
ｈ









ｂ

　ｂｍ２ ＝

ｒｂｃｏｓγ１
ｒｂｓｉｎγ１
ｈ











ｂ

　ｂｍ３ ＝

ｒｂｃｏｓ（γ１＋γ２）

ｒｂｓｉｎ（γ１＋γ２）

ｈ











ｂ

Ｂ１＝

ｒＢ
０
－ｈ









Ｂ

　Ｂ２＝

ｒＢｃｏｓβ１
ｒＢｓｉｎβ１
－ｈ











Ｂ

　Ｂ３＝

ｒＢｃｏｓ（β１＋β２）

ｒＢｓｉｎ（β１＋β２）

－ｈ











Ｂ

对上述坐标值进行代换，令

ｂｍｉ＝［ｂ
ｍ
ｉｘ　ｂ

ｍ
ｉｙ　ｂ

ｍ
ｉｚ］

Ｔ

Ｂｉ＝［Ｂｉｘ　Ｂｉｙ　Ｂｉｚ］{ Ｔ
（７）

同时，为简化计算，令

ＢＲｍ＝

ｘｌ ｙｌ ｚｌ
ｘｍ ｙｍ ｚｍ
ｘｎ ｙｎ ｚ











ｎ

（８）

则由式（１）、（８）得到

ｘ２ｌ＋ｘ
２
ｍ＋ｘ

２
ｎ＝１

ｙ２ｌ＋ｙ
２
ｍ＋ｙ

２
ｎ＝１

ｚ２ｌ＋ｚ
２
ｍ＋ｚ

２
ｎ＝１

ｘｌｙｌ＋ｘｍｙｍ＋ｘｎｙｎ＝０

ｘｌｚｌ＋ｘｍｚｍ＋ｘｎｚｎ＝０

ｙｌｚｌ＋ｙｍｚｍ＋ｙｎｚｎ















＝０

（９）

将式（１）、（２）、（７）代入式（６）得
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ｌ２ｉ＝Ｂ
２
ｉ＋（ｂ

ｍ
ｉ）

２－２［Ｂｉｘ（ｘｌｂ
ｍ
ｉｘ＋ｙｌｂ

ｍ
ｉｙ＋ｚｌｂ

ｍ
ｉｚ）＋

Ｂｉｙ（ｘｍｂ
ｍ
ｉｘ＋ｙｍｂ

ｍ
ｉｙ＋ｚｍｂ

ｍ
ｉｚ）＋Ｂｉｚ（ｘｎｂ

ｍ
ｉｘ＋ｙｎｂ

ｍ
ｉｙ＋ｚｎｂ

ｍ
ｉｚ）］

（１０）
对于已知定平台姿态（ψ，θ，φ），则由式（１０）可

以求出３ ＳＰＳ １ Ｓ型并联机构的３个驱动杆长，
即求得机构的位置逆解。

２．２　速度映射模型及 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵求解
速度分析的目的在于为后续的机构性能分析等

提供 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵，需要构造姿态机构输入输出速

度方程
［４，６］
。已知姿态机构驱动关节速度矢量 ｌ

·

、动

平台操作空间速度矢量 ω为

ｌ
·

＝［ｌ
·

１　ｌ
·

２　ｌ
·

３］
Ｔ　ω＝［ψ

·

　θ
·

　φ
·

］
Ｔ

对式（１０）位置逆解方程两边关于时间求微分，
可以得到机构输入与输出之间的速度约束方程

Ａｌ
·

＝Ｂω （１１）
其中

Ａ＝

２ｌ１ ０ ０

０ ２ｌ２ ０

０ ０ ２ｌ











３

　Ｂ＝［ｄｉ１　ｄｉ２　ｄｉ３］３×３

ｄｉ１＝２Ｂｉｘ（ｂ
ｍ
ｉｙｋ１＋ｂ

ｍ
ｉｚｋ２）＋２Ｂｉｙ（ｂ

ｍ
ｉｙｋ３＋ｂ

ｍ
ｉｚｋ４）＋

　　２Ｂｉｚ（ｂ
ｍ
ｉｙｋ５＋ｂ

ｍ
ｉｚｋ６）

ｄｉ２＝２Ｂｉｘ（ｂ
ｍ
ｉｘｋ７＋ｂ

ｍ
ｉｙｋ８＋ｂ

ｍ
ｉｚｋ９）＋２Ｂｉｙ（ｂ

ｍ
ｉｘｋ１０＋

　　ｂｍｉｙｋ１１＋ｂ
ｍ
ｉｚｋ１２）＋２Ｂｉｚ（ｂ

ｍ
ｉｘｋ１３＋ｂ

ｍ
ｉｙｋ１４＋ｂ

ｍ
ｉｚｋ１５）

ｄｉ３＝２Ｂｉｘ（ｂ
ｍ
ｉｘｋ１６＋ｂ

ｍ
ｉｙｋ１７＋ｂ

ｍ
ｉｚｋ１８）＋２Ｂｉｙ（ｂ

ｍ
ｉｘｋ１９＋

　　ｂｍｉｙｋ２０＋ｂ
ｍ
ｉｚｋ２１















）

（１２）
式中　ｋ１＝ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓψ＋ｓｉｎφｓｉｎψ

ｋ２＝－ｃｏｓφｓｉｎθｓｉｎψ＋ｓｉｎφｃｏｓψ
ｋ３＝ｓｉｎφｓｉｎθｃｏｓψ－ｃｏｓφｓｉｎψ
ｋ４＝－ｓｉｎφｓｉｎθｓｉｎψ－ｃｏｓφｃｏｓψ
ｋ５＝ｃｏｓθｃｏｓψ　ｋ６＝－ｃｏｓθｓｉｎψ
ｋ７＝－ｃｏｓφｓｉｎθ　ｋ８＝ｃｏｓφｃｏｓθｓｉｎψ
ｋ９＝ｃｏｓφｃｏｓθｃｏｓψ　ｋ１０＝－ｓｉｎφｓｉｎθ
ｋ１１＝ｓｉｎφｃｏｓθｓｉｎψ
ｋ１２＝ｓｉｎφｃｏｓθｃｏｓψ　ｋ１３＝－ｃｏｓθ
ｋ１４＝－ｓｉｎθｓｉｎψ　ｋ１５＝－ｓｉｎθｃｏｓψ
ｋ１６＝－ｓｉｎφｃｏｓθ
ｋ１７＝－ｓｉｎφｓｉｎθｓｉｎψ－ｃｏｓφｃｏｓψ
ｋ１８＝－ｓｉｎφｓｉｎθｃｏｓψ＋ｃｏｓφｓｉｎψ
ｋ１９＝ｃｏｓφｃｏｓθ
ｋ２０＝ｃｏｓφｓｉｎθｓｉｎψ－ｓｉｎφｃｏｓψ
ｋ２１＝ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓψ＋ｓｉｎφｓｉｎψ

由式（１１）得到３ ＳＰＳ １ Ｓ并联机构关节速度与
操作速度的映射模型

ｌ
·

＝Ａ－１Ｂω＝Ｊω （１３）
即机构的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

Ｊ＝Ａ－１Ｂ （１４）

３　３ ＳＰＳ １ Ｓ型机构奇异位形判断准则

机构的奇异位形可通过机构的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵行
列式等于零求出

［７］
。由式（１４），当机构处于奇异位

形时有

ｄｅｔ（Ｊ）＝０ （１５）
此时机构的运动不确定或被限制，在应用中应

当避免机构处于奇异位形。

为保证并联姿态机构的结构对称性，取上下平

台为等边三角形。考察式（１４）、（１５），得到 ３种情
况：

（１）当３条驱动支链的轴线延长线相交于一点
时，构成奇异位形。有

Ｊ＝１
ｌ

０ －（ｒＢｈｂ＋ｒｂｈＢ） ０

槡３
２
（ｒＢｈｂ＋ｒｂｈＢ）

１
２
（ｒＢｈｂ＋ｒｂｈＢ） ０

－槡３
２
（ｒＢｈｂ＋ｒｂｈＢ）

１
２
（ｒＢｈｂ＋ｒｂｈＢ）















０

（１６）

其中 ｌ＝ （ｒＢ－ｒｂ）
２＋（ｈＢ＋ｈｂ）槡

２

显然，该 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵奇异。
（２）当 ３条驱动支链平行时，构成奇异位形。

有

Ｊ＝
ｒＢｈｂ＋ｒｂｈＢ
ｈｂ＋ｈＢ

０ －１ ０

槡３ ２ １／２ ０

槡－３ ２ １／











２ ０

（１７）

显然，该 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵奇异。
（３）当３条驱动链处于同一平面时，构成奇异

位形。对于该类情况，仅有当 ｈＢ＝０，当动平台移到
与静平台处于同一平面时，则机构奇异。对于本文

的并联机构，因为运动平台的转动限制在一定范围

内，该极限位置情况不会发生。

根据式（１１）中 Ａ和 Ｂ的行列式的奇异情况，
Ｇｏｓｓｅｌｉｎ把并联机构的奇异位形分为 ３种类型［１］

：

ｄｅｔ（Ｂ）≠０，称为边界奇异；ｄｅｔ（Ａ）≠０，且 ｄｅｔ（Ｂ）＝０，
称为位形奇异；ｄｅｔ（Ａ）＝０，且 ｄｅｔ（Ｂ）＝０，称为混合
奇异。

考察式（１１）得到：ｄｅｔ（Ａ）＝８ｌ１ｌ２ｌ３≠０，因此，该
机构不可能发生边界奇异。当发生奇异位形时，有

Ｂ＝（ｒＢｈｂ＋ｒｂｈＢ）

０ ２ ０

槡－３ －１ ０

槡











３ －１ ０

（１８）
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显然 ｄｅｔ（Ｂ）＝０，即该机构存在两类奇异位形
都属于位形奇异。当发生该类奇异状态时，机构具

有多余的自由度，动平台不能承受任何重量的载荷。

４　基于可操纵性指标的奇异位形分析

就操作和控制精度而言，机构不但应该避免奇

异位形，而且应该在远离奇异位形的区域工作
［８］
。

因为当机构接近奇异位形时，Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵将成为
病态的矩阵，其逆矩阵精度降低，从而使机构的输入

和输出运动之间的传递关系失真，衡量这种运动失

真程度的指标就是灵巧度
［９］
。在这里引入可操作

性指标作为机构灵巧度的评价指标。

４．１　可操纵性指标
可操纵度是将雅可比矩阵与其转置乘积的行列

式作为评价机构灵巧度的指标。即

ｗ＝ ｄｅｔ（Ｊ·ＪＴ槡 ） （１９）
当 ｗ＝０时，可判断机构处于奇异位形，说明有

限的关节速度将导致操作速度趋于无穷，物理意义

可解释为动平台失稳。当 ｗ≠０，机构处于非奇异形
位，ｗ的值能直观的反映机构远离奇异位形的程
度

［１０］
。

４．２　应用算例分析

对于图１的３ ＳＰＳ １ Ｓ型机构，取机构的尺

寸：ｒＢ＝０６２ｍ，ｒｍ ＝０２５ｍ，ｈＢ＝１ｍ，ｈｂ＝０，β１＝
β２＝１２０°，γ１＝γ２＝１２０°。根据式（１９），利用 Ｍａｔｌａｂ
编制仿真程序，依次取 φ＝１０°、θ＝１０°、ψ＝１０°，其
他两个角度在工作空间范围［－１５°，１５°］内变化，
得到机构可操纵度 ｗ在工作空间内的变化，如图 ２
所示。

图 ２　机构可操纵性指标的空间分布

Ｆｉｇ．２　Ｍａｎｉｐｕｌａｂｉｌｉｔｙｄｅｇｒｅｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｗｏｒｋｓｐａｃｅ
（ａ）φ＝１０°　（ｂ）θ＝１０°　（ｃ）ψ＝１０°

　
　　由图 ２得到，该并联机构可操纵度 ｗ的变化范
围：φ＝１０°，０３２４３≤ｗ≤０９８７２；θ＝１０°，０１８４３≤
ｗ≤０９００６；ψ＝１０°，０１１３０≤ｗ≤０９９０１。

图２仿真结果表明：３ ＳＰＳ １ Ｓ型并联机构
的可操纵度在指定任务空间内的变化范围不大，

ｗ≠０，说明该机构在给定工作空间内没有奇异形
位；但其极值（ｗｍｉｎ＝０１１３０，ｗｍａｘ＝０９９０１）小于１，
趋近于零，说明机构在一些运动位置接近奇异位形，

在运动过程中应当注意并采取措施避免奇异位形的

发生，以防动平台失稳而影响运动的稳定性。同时，

分析结果表明，当沿 ３条驱动支链的轴线延长线相
交于一点，且 ψ＝０、θ＝０、φ＝０时，ｗ＝０，即机构处
于位形奇异，这时机构具有多余的自由度，动平台不

能承受任何重量的载荷，在运动过程中应该尽量避

开该位置。

５　结束语

提出的空间转动三自由度 ３ ＳＰＳ １ Ｓ型并

联机构，由３条无约束主动支链提供驱动，１条恰约

束从动支链提供约束，可以实现运动平台在任务空

间的横摇、仰俯和偏转运动。在对该机构进行运动

学分析基础上，提出该机构奇异位形的判别准则，判

定该机构存在位形奇异，并引入可操纵度这一运动

性能评价指标对该机构进行了奇异位形分析。分析

结果表明该机构在指定工作空间具有较好的可操纵

性与运动性能；但在运动过程中应当避开特定运动

位置以避免位形奇异的发生。
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